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April Heft 2 Zeitschrift für angewandte Mathematik und Mechanik Band 19/1939 


Englisch-französische Titelerläuterungen der in Band XIX, Heft 2 
der „ZLAMM“ (1939) veröffentlichten Hauptaufsätze. 


W. Schmeidler in Breslau, 


Propulsion and resistance. The article deals with the phenomena attendant upon periodic 
oscillations of a wing. The two and three dimensional cases are both considered. Propulsion 
and resistance are represented in their essential connection with the periodically varying 
circulation distribution which is supposed to exist on the wing surface, Both the trans- 
verse and lengthwise vortices are taken into consideration and special optimum cases are 
investigated. 


Propulsion et rösistance. Le present travail traite les oscillations p6riodiques d’une aile, et 
 cela dans les deux cas d’un 6&coulement & deux et ä trois dimensions, L’auteur discute la 
maniere comment la propulsion et la r6sistance döpendent de la distribution de la circulation 
qu’il suppose p6riodiquement variable sur la surface portante. Il prend: en consideration 
et les tourbillons qui existent dans le sens du vol et ceux qui se forment dans un sens perpen- 
diculaire & la direction du vol. Il finit par appliquer la th&orie gönerale & un cas special: 

il rösout le probl&öme de la valeur la plus favorable de la propulsion. 


W. Jacobs in Braunschweig. 


Variations in the turbulent velocity proflle. In this paper the variations encountered in 
a turbulent velocity profile where the flow passes from a rough surface to a smooth and 
vice versa, are investigated. From the experiment, data may be obtained for the formu- 
lation of laws expressing the distribution of shearing stresses as a factor of the distances 
from the surface and from the juncture between the two surfaces. This permits the initial 
velocity profile to be calculated ‚with tbe aid of the equations of motion and certain 
simplifying assumptions. When these calculations have been made, the results are compared 
with the measurements taken. 


Sur la döformation du diagramme de la distribution des vitesses dans le cus d’un 
mouvement turbulent. Il s’agit d’un &coulement d’air qui passe d’une paroi rugueuse 
ä une paroi lisse ou vice versa. Une serie d’experiences permettent & l’auteur de dömontrer 
comment la tension de cisaillement dö&pend d’une part de la distance % la paroi, d’autre 
part de la distance au point de contiguit6 des deux rugosites. En appliquant ces lois 
l’auteur calcule la distribution des vitesses ä& l’aide des &quations de mouvement tout en 
faisant quelques suppositions simplifiantes pour le diagramme de d£part. 


F. Emde in Stuttgart. 


Integrals for cylinder functions with complex Indices; The particular ceylinder function 
represented by Sommerfeld’s integral depends only upon in which two valleys the integration 
path joins. If a valley passing over a maximum of the integrand is chosen as the inte- 
gration path, then the asymptotic value is obtained for the integral, provided the integrand 
is calculated in powers of a real variable. The question arises as to whether it can be 


known which two valleys the integration path joins without caleulating individual points,‘ | 


where 2 and 2 are given and hence the position of the maximum is known. Careful in- 
vestigation shows the solution of this problem to be quite simple. The position of the maximum 
is a decisive factor. For any given values 2 and 2 there are two independent solutions of 
. Bessel differential equation for the two cylinder functions in question. For these, asymptotic 
values can be calculated. From these two, any other cylinder function can easily be obtained. 


EM. la repr6sentation des fonctions cylindriques d’ordre complexe par des int6- 
grales calcul6es au moyen de la methode dite des cols. Pour decider laquelle 
des fonctions cylindriques se repr6sente par l’int6grale de Sommerfeld, il faut connaitre les 
deux valldes oü conduit le chemin d’intögration. En choisissant la voie qui passe le col 
de la fonction & intögrer, on obtient pour l’int6grale une valeur asymptotique en developpant 
cette fonction-lä suivant les puissances d’une variable reelle. Etant donn& l’endroit du 
col, c’est-A-dire, l’indite » et l’argument z, on peut se demander »’il est possible de döäter- 
miner les deux valldes sans calculer quelques points du chemin % conduisant. Une recherche 
detaillde fait voir que c’est facilement possible. Etant donne un couple de valeurs pet z, 
on trouve que les deux fonctions cylindriques repr6ösentables par les deux int6grales gagnöes 
a l’aide de la möthode des cols sont deux solutions ind&öpendantes de l’öquation. differen- 
tielle de Bessel faciles & calculer. Chacune des autres fonctions cylindriques se COmpose 
aisöment de ces deux intögrales. 
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HAUPTAUFSÄTZE 


Vortrieb und Widerstand. 


Von Werner Schmeidler in Breslau. 


Einleitung. Die vorliegende Abhandlung bringt in Ausführung und Weiterentwicklung 
eines in Kreuznach von mir gehaltenen Vortrages (s. Schrifttum Nr. 4) eine Darstellung der 
instationären Bewegung eines Tragflügels im Luftstrom, wobei der Schwerpunkt auf der Be- 
rechnung des dabei auftretenden Vortriebs und Widerstandes liegt. Der kennzeichnende Unter- 
schied gegenüber anderen Theorien liegt darin, daß möglichst allgemeingültige Formeln für 
Vortrieb und Widerstand entwickelt werden, die in möglichst geschlossener Form mit Hilfe 
der auf dem Tragflügel vorliegenden Zirkulationsverteilung ausgedrückt werden. Die bekannten 
Formeln der stationären Theorie dienen dabei als Vorbild. Die dazugehörigen Bewegungen 
des Tragflügels werden ebenfalls angegeben; die Überlegungen beschränken sieh nicht auf den 
Fall eines starren Flügels und betreffen sowohl den zweidimensionalen wie auch den drei- 
dimensionalen Fall. 

Im Abschnitt I wird der zweidimensionale Fall behandelt. Die angegebene Formel (1) 
für den instationären mittleren Widerstand dürfte neu und allgemeingültig sein. Sie erscheint 
mir in ihrer Einfachheit bedeutungsvoll. Die Vortriebsformel (2) gestattet in ihrer weiteren 
Entwicklung den wichtigen Schluß, daß das Verhältnis von Vortrieb zum Widerstand bei vor- 
gegebener Geschwindigkeit und Frequenz (im Horizontalflug) beliebig groß gemacht werden 
kann, wenn man beliebige Deformationen der Tragfläche zuläßt. Die bereits früher viel- 
bemerkte Bedeutung elastischer Flächen für den Schwingenflug wird hierdurch bestätigt. 

Absehnitt Il bringt die Ausdehnung auf den dreidimensionalen Fall, der zum ersten 
Male unter Berücksichtigung sämtlicher Längs- und Querwirbel behandelt wird. Bezüglich 
der Zirkulationsverteilung wird vorausgesetzt, daß längs der Fläche in Spannweitenrichtung 
gebundene Wirbelfäden liegen, deren Zirkulation an den Enden der Fäden verschwindet. 
Unter dieser Annahme wird eine Formel (16) bzw. (17) für den instationären mittleren Wider- 
stand hergeleitet, die ebenfalls völlig allgemeingültig ist und den Widerstand mit Hilfe von 
Besselschen Funktionen auszudrücken gestattet. Der Ausdruck wird dann weiter umgeformt 


in eine Hermitesche Form von unendlich-vielen, durch die Zirkulationsverteilung bestimmten 


Variablen (Formel (22)), deren Beschränktheit und Abgeschlossenheit nachgewiesen wird. 

Im nächsten Paragraphen des zweiten Abschnitts wird der Vortrieb behandelt. Hier 
wird besonders auf den Sonderfall eingegangen, in dem sich bei der Geschwindigkeits- und 
Zirkulationsverteilung eine vollständige Trennung von Spannweitenrichtung und Tiefenrichtung 
durchführen läßt, was insbesondere beim rechteckigen Tragflügel der Fall ist. Der Vortrieb 
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läßt sich dann als eine Linearform derselben unendlich-vielen Variablen schreiben, die beim 
Widerstand auftraten. Diese Darstellung dient als Grundlage für die Behandlung des 
Problems, die Differenz von Vortrieb und Widerstand zum Maximum zu machen, das jetzt 
allgemein gelöst wird. Wir erhalten eine Formel für den Optimalvortrieb (Formel (30)), die als 
Spezialfälle zwei früher von mir abgeleitete Vortriebsformeln für den Schwingenflug und die 
Parallelbewegung einer Tragfläche im Falle langsamer Schwingungen enthält. 


Schrifttum. 

l. Küßbner,. H. G.: Zusammenfassender Bericht über den instationären Auftrieb von Flügeln. 
l,uftfahrtforsehung Bd. 13. S. 410 ff. sowie die dort anzerebene Literatur. 

2. Schmeidler, W.: Dynamik des Schwingenfluges. Luftfahrtforschung Pd. 12, S. 128 ff. 

3. Schmeidler, W.: Flugzeuge mit Flügelantrieb. Luftfahrtforsehung Bd. 13, S. 111ff. 

4. Schmeidler, W.: Schwingentluz mit Wirbelablösung. Zeitschrift für angewaudte Mathematik 
und Mechanik Bd. 17, S. 361. 

>». Durand, W, F.: Aerodynamie Theory Bd. Il, Kapitel V. 

6. Garrik. 1. E.: Propulsion of a tlapping and oseillating airfoil. NACA Rep. Nr. 567, S. 1ff. 
7. Cieala, P.: Il problema aerodinamico del volo ad ala battente. Aeroteeniea Bd. 17, 8. 955ff. 

Ss. Morris, R. M.: The Two-Dimensional Hydrodynamical Theory of Moving Aerofoil I und I. 
Proceedings of the Royal Society of London Bd. 163, S. 406 ff. und Bd. 164, 8. 346 ff. 


l. Das ebene Problem. 


Die Tragtläche erstrecke sich von .r bis und werde dureh den Luftstrom 
von links her unter dem Winkel « angeblasen. Es werde ım folgenden ledielich die infolge 
der periodischen Bewegungen der Fläche entstehende Zirkulationsverteilung untersucht, der 
sieh in Wirklichkeit noch eine stationäre Zirkulationsverteilung überlagert, welche von der 
Anblasunge unter dem mittleren Anstellwinkel @ herrührt. Für die (hier allein behandelte) 
periodische Zirkulationsverteilung wollen wir voraussetzen, daß sie, außer am Rande, überall 
stetig und überdies integrabel sei. Wir setzen 


N 


und verstehen unter R(y (re, ) dar) die Zirkulation des am Element d. gebundenen Wirbel- 

fadens. Da sich infolge der zeitlichen Änderung dieses gebundenen Wirbels in jedem Zeit- 
( 


moment ein Wirbelfaden von der Zirkulation (e.r)xdr ablösen muß, der in der Luft 
( 


mit der Anblasungsgeschwindiekeit « fortgetragen wird, so entsteht an der Stelle =’ zur Zeit 
r ein Wirbel von der Zirkulation 
x’ 
dedr. 
O7 u 
Die Wirkung dieses Wirbels auf den Punkt £ der Tragfläche liefert die induzierte Abwärts- 
eeschwindiekeit 
| 
x, T 
u —$ 
da’ 
Ist der Vorgang schon unendliche Zeit im Gange, so erhält man im ganzen wegen dr= « 


als induzierte Abwärtsgeschwindigkeit an der Stelle £ zur Zeit r: 


l 
v \ 
ir(x Y) 
> 
\ \ 
L 
u ‚dr da 
\ | x’ \ 


1) Gemeint ist immer der Realteil. 
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Hierin ist 
L L 
u E H ıvS P u 
x’ X 
also wird 
i 
iv 
w(S,T) = dzdx:e-irr. 
[3 


Durch die abfließenden Wirbel wird ein Widerstand erzeugt, der im zeitlichen Mittel 


in der Form’) 


+] +] 
— 


0 
dargestellt werden kann. Wir erhalten auf Grund der aufgestellten Formel für w(£,r): 


W 2u iv —_.[e“ ivl_ z 
od \ 7 de+ " \ drds. 
Vertauseht man im letzten Integral x und &, so erhält man 
> 
W N vu . \X—5) u | 
\ \oww)e \ dxd£. 
| \ 
Weeen 
cos sin sin 
—dı= de=—2i dz 
und wegen 
ivz ivz 
. 
2 2 
wird dann 
mm iv(x— 9) sın sın 
& l — ] X 
sın 
also wege 
also wegen 
+1 +1 +1 
| 


x — ] 
Diese einfache Formel zeigt, daß bei jeder Zirkulationsverteilung infolge der zeitlichen 
Änderung ein nichtnegativer mittlerer Widerstand entsteht, der auf dem ablaufenden Wirbelband 


beruht. 
2) Überstreichen einer komplexen Zahl bedeutet den Übergang zur konjugiert komplexen Zahl, einer Funktion 


von r den zeitlichen Mittelwert. 
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Wir wollen jetzt andererseits den durch die Bewegung des Flügels erzeugten Vortrieb 
Wir setzen zu diesem Zwecke das Geschwindigkeitsgesetz in der Form an’): 


bereehnen. 
%) 
Dann ist 
iu dz 0z da “nie iv, | 
dt or u | 


Wegen der Undurehdringlichkeit der Fläche gilt nun, daß die von sämtliehen Wirbeln indu- 
zierte Abwärtsgeschwindigkeit an einer Stelle des Flügels gleich der wahren Abwärts- 
eeschwindigekeit sein muß. Also wird 
iv \ 
u 
wobei 30, (&, 7) die dureh die gebundenen Wirbel induzierte Abwärtsgeschwindigkeit bedeutet. 


Es wird daher 


+1 irz 
iv iu? | iv 
x | 
+1 
u nu) ur 
x 
Durch Auflösung dieser Differentialgleichung ergibt sich 
h(&)=e “ \ | \ \ gia)e \ dzdx|di+Ü-e“ 
‚mu ‚2 
x x 
was wir wegen 
\ dz:e u 
h(&) \ywe)e \ 
TU, 
\ 
u \ \ 
nu? )° 2 


schreiben können. Hiermit sind diejenigen Bewegungsgesetze bestimmt, die zu einer vor- 
veleeten Zirkulationsverteilung gehören. 
Der erste Bestandteil rechts stimmt, wie man erkennt, mit «-e=-‘*" multipliziert, genau 


mit »0(&,r) überein. Bildet man daher den mittleren Vortrieb mit Hilfe der analog zum 


mittleren Widerstand berechneten Mittelwertformel 


+1 
& 
so erhält man 
| +1 S L x 
u dzdi+ dzdı \dxds 
3) z bedeutet die nach oben positive Koordinate senkrecht zur Fläche, 2 also die Aufwärtsgeschwindigkeit des 
betreffenden Flächenpunktes. 
\ 


I 
| 


7. angew. Math. Mech. R 
Ba 19 Nr. April 1939 Schmeidler. Vortrieb und Widerstand 


69 


Dieser Ausdruck soll im folgenden vereinfacht werden. 


Wir stellen zunächst fest, daß 
der Kern des ersten Integrals rechts, also die eckige Klammer, sich folgendermaßen schreiben 
läßt, wenn wir im ersten Teil # — 4=z, im zweiten © -/=z als neue Variable einführen: 
T 


( 
dzdx-+ dzdı dzd2+ ——dedx. 
2 
y 2 
| cos 
Weil das Integral .  dz eine gerade Funktion von x ist, die übrigens für 20 
2 


nur logarithmisch unendlich wird, wird dieser Ausdruck ferner gleich 


» y 2 ) 2 » ) 
OS | sın 
dzdx-i dzdx +2 dzıdz 
COS | sın 
— dzdxz-+i — desdx. 


u | 
—dadx 


L 
COS 
wobei 9: dzdz gesetzt ist. 
Wir erhalten daher für den mittleren Vortrieb den Wert 
-1 

+1 
[3 
+1 +] +1 +1 
“rglö)eu IdE. 

Die Bestimmung des Wertes von © kann folgendermaßen erfolgen: In einer z, z-Ebene 
ist der Integrationsbereich ein Sektor von der Winkelöffnung 45°, der bei Einführung von 
Polarkoordinaten r und 9 vom Nullpunkte aus zwischen 9 =: [ und = liegt. Wir er- 
halten wegen z=rcosg, z2=rsing 


Man erhält demnach zusammengefaßt : 

cos sin sin 
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7 ? 7 

COS | sın | tg sın Ja 
7 
-- lim rdrdg = lim 
"Sing R> % v Ro» v 
sın"q 
| 
4 
> 
lim | 0. 
l 
Wir erhalten daher für den Vortrieb: 
+1 | +1 


Wir wollen diesen Ausdruck noch weiter vereinfachen. Zu diesem Zwecke setzen wir 


ivXx ivx 


Dann ist 


j 


+ 


+1 
(M-ig(l)), 


und wegen 
1 


1 


+1 
=)\(9, (0) —19,(a))d x: 
Iv(X—S 
-] +1 
> (a) \ (ge) + ig, (@)) dr 
+1 +1 


Daher wird jetzt: 
1 +1 


-1 — 1 


») 


-Cwg,(l) . (2). 


Ks soll jetzt versucht werden, den Wert des Vortriebs unter der Annahme, daß der 
Widerstand einen festen Wert besitzt, möglichst groß zu machen. Setzen wir also etwa 


voraus, daß 


| 
| 
| 
+1 
| 
| 
| | 
4 2 | | 
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sei, so können wir q,(1) == cos 4,(1) sin d ansetzen und erhalten 


1 +1 


cos \ 4, de sın \ de 


| 


Die Bedingung des Maximums liefert für 9 die Gleichung 


+1 +1 
dx 
da 
1 
Hiernach wird jetzt: 


Setzen wir insbesondere ( =0, so wird 


und man sieht nun, daß dieser Ausdruck bei festem » und « beliebig groß werden kann, da 
für die beiden Funktionen y, und 9, nur die Bedingungen 


l 
erfüllt zu sein brauchen, während sie sonst noch ganz beliebig gewählt werden können. Um 
die Zirkulation am Rande zum Verschwinden zu bringen, verlangen wir noch 

9, 


All diesen Bedineungen genügen die Funktionen 


1 1 
64. 
bei denen außerdem \ dw 0, \ da — 15 wird. Daher ist in diesem Falle 
1 1 
ve, 164 
2 15 


also beliebig groß, wenn A genügend groß gewählt wird. Der Bewegungszustand selbst ist 
dureh die Funktion h (£) bestimmt, die gemäß der Gleichung auf S. 68 zu wählen ist. 

Als zweites Beispiel der Theorie beträchten wir den Fall der periodischen Parallel- 
bewerung mit einer Anblasung unter dem Anstellwinkel Null. Da in diesem Falle h (£) == konst. 
ist, also A’ (&)=0, so ist die Zirkulationsverteilung aus der Gleichung 


1 l L 


konst. h (£) —— | u 


zu ermitteln, wozu ein Ansatz der üblichen Form 9 (r) =a,etg-, +a,sing genügt. Man 


findet im vorliegenden Falle in Übereinstimmung mit Küßner’), daß die Gleichung durch 


I+T ivb, 7 


4) 2.2.0.8. 415. T bedeutet die dort definierte Funktion. 


+ 
_ 
492 
eu 
dzdx 

1 


ch 
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befriedigt wird, wobei b, die für den Höchstausschlag maßzebende Konstante bedeutet. Vortrieb 


und instationärer Widerstand stehen in diesem Falle in einem festen nur von z abhängigen Ver- 


hältnis, während dies im vorigen Beispiel, das einer elastischen Bewegung der Fläche 
entspricht, dureh Wahl der Konstanten A noch verschieden gestaltet werden kann. Die Aus- 
wirkung hiervon auf den Wirkungsgrad liegt auf der Hand. 


II. Das räumliche Problem. 


$ 1. Berechnung der induzierten Abwärtsgeschwindigkeit und des induzierten Widerstandes 
unter Berücksichtigung der Längs- und Querwirbel. Wie im ebenen Falle beschränken wir uns 
im folgenden auf die Behandlung der periodischen Zirkulationsverteilung auf der Tragfläche, 
der sich in Wirkliehkeit noch eine stationäre, von der Anblasung unter dem mittleren An- 
stellwinkel « herrührende Zirkulationsverteilung überlagert. Diese periodisch veränderliche 
Verteilung werde als stetig und in Spannweitenrichtung am Rande verschwindend voraus- 
eesetzt. Die „«-Richtung sei zur Flugriehtung entgegengesetzt, die y-Richtung sei die Richtung 
der Spannweite, die z-Riehtung senkrecht zu beiden nach oben angenommen. Die Tragfläche 
sei mit Wirbeln belegt, die in der -Richtung verlaufen und zur Bereehnung der von ihnen 
herrührenden Abwärtsgeschwindigkeiten in der x, „Ebene liegend gedacht werden. Das 
Koordinatensystem sei in dem Sinne mit der Fläche verbunden, daß bei dem Schwingungs- 
voreang alle Punkte der Fläche nur Bewegungen ausführen, die senkrecht zur .«, „Ebene 
verlaufen. Die Anblasung erfolge mit der konstanten Geschwindigkeit «. Es entsteht dann 
hinter der Tragfläche in der .r, „Ebene ein Wirbelband von der Breite 5b der Tragfläche, 
deren einzelne Wirbelelemente sich mit der Geschwindiekeit « von der Traefläche entfernen. 
An jeder Stelle .’, y des Wirbelbandes sind zwei Wirbelelemente vorhanden, die von einem 
Wirbelfaden der Fläche mit einer bestimmten Abszisse x herrühren und deren Achsen in der 
x bzw. y-Riehtung liegen. Das Wirbelelement in der »-Riehtung stammt her von der Änderung 
der Zirkulation des gebundenen Wirbelfadens in y-Riehtung. Ist y (a, y, Tr) d.e diese Zirkulation 
an der Stelle «, y der Fläche zur Zeit r, so ist die Zirkulation des Wirbelelementes mit der 
Achse in der „-Riehtung 


( . 
| 2,4, = dedy, 


x .. [3 . 
da das Element zur Zeit 7 , am Flügel gebildet wurde. Die so entstehenden Wirbel 
! 


nennen wir Längswirbel. Die in „-Riehtung liegenden Wirbelelemente (Querwirbel) entstehen 


durch die zeitliche Anderung der Zirkulation am Flügel und haben wegen dr E die Zir- 
kulatıon 
Or 


Wır bereehnen nun die induzierte Abwärtsgeschwindiekeit, die von den sämtlichen 
Längs- und Querwirbeln des Wirbelbandes in einem Punkt &,» der Tragfläche (in der x, y- 
bene) erzeugt wird. Es ergibt sich als Anteil der Längswirbel: 


Vo L 
- — — dzedudz'. 


Dabei bedeuten «w, und “, die beiden Koordinaten der Stützlinien des Flächenbereiches 
der x, „Ebene: wir können das Integral über .r in den angegebenen festen Grenzen erstrecken, 


wenn wir verabreden, daß y(#, y,r) außerhalb des Flächenbereiches gleich Null gesetzt wird, 


Als Anteil der Querwirbel erhalten wir entsprechend 


7 
No 2 
» » 7 
Inu. or u 
N 


1 ’ 

D 

7 

+) 

| 
AN 


Bd. 19 Nr. 2 April 1939 Schmeidler. Vortrieb und Widerstand 13 


Diese beiden Ausdrücke formen wir nun durch Einführung einer neuen Integrations- 
variablen an Stelle von «’ um, und zwar werde gesetzt 


| (? 
—E=(y—n)etigu, dx = 4 2 
sın? u 
Wir erhalten alsdann 
h 
Xo "og 
| (| oy ly—n)ctg sin u 
w,(&,n, 7): \ \ dy dudyda 
b 
2 t & 
2 
| 2 +(y—n)etg u\cos u 
w,(5,n,7)= \ \ \ Yy,T- dudydı 


Zusammenfassung beider Ausdrücke ergibt für die induzierte Abwärtsgeschwindigkeit 
im Punkte &,»7 den Ausdruck 


h 
Xo 2 
Sr n)etg u\ sin u 
\ \ \ dy dudydz. . (8). 


Wir führen nun für y(@,9,r). das die Dimension einer Geschwindigkeit besitzt, den 
Ansatz ein: 


wobei rechts der Realteil des komplexen Ausdrucks gemeint ist. Dann wird 


s—-x+H( 
in 
„H 


. 
zu: -gq(x,y)e 
J 


Für das Folgende ist es zweckmäßig, die nachstehende Funktion zweier Veränderlicher 
‚ und o einzuführen, die in dem Ausdruck (3) auftritt: 
(4,0) = \ eivete sınudu etg u, = 
Diese Funktion können wir im ersten Quadranten, für 6 >0, „,>0 auch in 
der Form 


[7) 
\ 7 „do 
- 
schreiben, und finden dann 
LT. 


’ 


Die Fortsetzung in die übrigen Quadranten ergibt sich folgendermaßen : 


0 0 


E — 0)=|e-tretgr sin o), 
A>B 
7 


7 tg 


4 
E(—A,o) o) &(4,0), eig u, = 


- 


2 
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T 6) - 7 
also: 
Aus (4), (5) und (6) geht hervor, daß sowohl E (2,0) als auch ‚. für =0 stetig 
OO 06 


durch die Grenze 6 = 0 gehen; gleiches gilt auch für die Funktion & (0, 6) + (0, 6) und ihre 
Ableitung nach wenn wir beachten, daß &E (0,0) + E (0,0) =E (0), - 6) + &(0,— ist. Ferner 
zeiet man leicht, daß E (2,06) der Differentialeleichung genügt 


I 32 
| 
VA’-ro 


0° 
0 0° 00 2 


Aus dem Umstande, daß die zugehörige homogene Differentialgleichung das allgemeine 
Integral J, )+c,)o ) besitzt, sowie daraus, daß mit die Grenzwerte 


. I\ . 
ep 7 (.>V) 
0060 \ A 
erreicht werden, ermittelt man die Darstellung 
| L >.” 
-H®(ilo „») 0. J,(to)do) | 


Auf analoge Weise ergibt sich für A=0 mit Hilfe der Grenzwerte für 6%: 


006 
die Darstellung 


Hiernach lassen sich mit Hilfe der Relationen (6) die Werte der Funktion & (/, 6) in sämt- 
lichen Quadranten durch Besselsche Funktionen darstellen. Um dies durchzuführen, setzen 
wir nach (7) für 


wobeı 


ist. Dann wird nach (6) 
Wir erhalten ferner nach leiehter Umreehnung durch Differentiation : 
1 / 
00 ] 0° 
zi| | 


| 
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Nach diesen Vorbereitungen führen wir nun unsern Ansatz für die Zirkulationsdichte 
ein und erhalten 


. 


(yon) etg u 


sın udu 


u 
iv (x 
u .e-tvr.\e ud u 
<) 
y)e .p . etz u, 
Differentiation dieser Gleichung nach % liefert: 
„0 
d y)etgu\ . Ort, 
N | iv(ix >) | 
u 
Wir erhalten daher für den in (3) auftretenden Ausdruck: 
| 
dy 2 —n)etg u\sın u 
\ \ \ dudydı 
h 
h 
2 
—£ v(y—n) Ad. dydı 
7 y—n (12). 
h 
2 
(x — 
vie —n)’ 
h 


Hierin führen wir für e| Mose: "ihre Werte nach (6), (9) und (10) ein und be- 
achten insbesondere, daß nach (9) © (4,0) in / eine unkerade Funktion ist, während 8 (2, 0) 
in / gerade ist. Wir erhalten 


h 
( | [A [A Y 7 
. h 
= | - — u 
h 
h 
2 
\ | u 7 | | 7 
X 


_ 
| 
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und nach Teilintegration 


h 


2 


h 
5) 


Für die induzierte Abwärtsgeschwindigkeit finden wir daher nach (3) und (12) bei ge- 
eieneter Zusammenfassung: 


w(£,n,T) 
h 
(13). 
Xy 2 
| | 
wobei wir 
& 
— +y—n)” 
gesetzt haben. Hierbei gilt: 


da ® und Ö in o gerade sind, während der Realteil in 4 ungerade, der Imaginärteil in 4 
gerade ist. 

Wir gehen nunmehr zur Berechnung des durch das Wirbelband hervorgerufenen indu- 
zierten Widerstandes über, und zwar bestimmen wir das zeitliche Mittel dieses 
Widerstandes, indem wir bilden: 


In h 
No 2 
iv. 
| 97 \ n dr. 


Dies wird nach Einsetzung der komplexen Ausdrücke für w(&,n,r) und y(&,n,r): 
h 
2 
. . . (15). 


h 


instat 


Von den beiden hierin auftretenden Bestandteilen untersuchen wir zunächst den auf dem 
Kern — beruhenden; er lautet: 
5) Die Zulässigkeit der Teilintegration ergibt sich aus dem Ausdrucke für K(x - s,u—n) auf dieser Seite (Mitte), 


der außer für A=0—0 stetig ist. Das Doppelintegral reehter Hand ist vorhanden, wie man erkennt, wenn man eine 
kleine Umgebung um den Punkt 5, n absondert und den zugehörigen Anteil erst über 4, dann über 0 integriert. 


% 
| 
| 
n)\, (2 | 
Y 
u \ u | 
| 
| 
a 
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b b 
2 
h h 
2 2 
{7 \ \ Y) IA n) K (£ 4 (£, dx dy d 
ba 


Wegen (14) liefert dies den Wert Null. 


Es bleibt daher nur folgender Bestandteil übrig: 


x x 
(16). 
Diesen Ausdruck formen wir folgendermaßen um: Zunächst ist nach Definition: 
zT 
\ e u sinudu, 
Wir setzen nun y=— 5 6089, 7= —  eosy und entwickeln nach 9 und y in Fou- 


riersche Reihen. 


ansetzen können. 
gesetzt, 


My) 


Dabei beachten wir, daß die Zirkulation am Rande verschwindet, so daß wir 


ivx ivyetgn 
Y . 

u)sinng 
| 


u 


y) e 


Nach einer bekannten Relation ıst dann, gleichmäßige Konvergenz voraus- 


iv for ı 
u u n A n (3, 


und daher nach der Vollständigkeitsrelation der trigonometrischen Reihen: 


« 


h 
2 2 jvn 
n=] 
also 
b b 


| 
= = 
h 
D) 
[7 
L 
n? 
n (x, u) A„(S, u) sin udı. 
n=] 


er 
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Setzen wir entsprechend 


ivx L 
g(r,y)e (2, 4) sin n 7, 
so finden wir ebenso 
h 
2 2 
| - vr 
| 
7 | 
Im ganzen ergibt sich also 
h 
- 
| * (elo, ——)+E|o, —— aydı 
h h 
An + u) B,(&, u))sinudu. 
n | 
Dabei ıst 
ivx iryetg“ 
A, u) \ GAR, € u u . sın d 
ivryetg" 
M 
Wir finden demnach für den Mittelwert des Widerstandes 
\ \ \ (a, A, + Bu (a, u) Bu (£, u) 
n | 0 X Xı 


A, (a, A, (& + (a, B, (& dx dEsin udu. 


Diesen Ausdruck können wir weiter umformen. Indem wir setzen 


Dann wird 


S 
[A„ u) Au, + Au (a, u) A, 
S 
Ö | 
x 
( | 
0A," 
\ (Z, 4) (&, u) + A,” (&, u) (Su))d: 
x 
X2 


| 
| 
| 
| 
4 
x 
4 
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Im ganzen findet man somit für den instationären induzierten Widerstand ganz allgemein 
folgenden zeitlichen Mittelwert: 


2% 
— — \ n \ | \ + \ B„(&,u)dx| \snudu. . ..M. 
n—=] x X 


Dieser Ausdruck zeigt, daß der mittlere Widerstand, wie es sein muß, niemals negativ ist. 

Es ist von Interesse, die Sonderfälle zu studieren, die sich ergeben, einmal, wenn vr—V0, 
die Bewegung also stationär wird, zweitens, wenn die Zirkulationsverteilung von y unabhängig 
und der Flügel sehr breit wird, so daß wir die im ersten Abschnitt behandelte ebene Strö- 
mung zurückerhalten. 

Im ersten Falle wird 


X9 As 
\ u) dx \ \ \ B,„(x,u) dr 
x Nı 
"T 


snnpodp=bA,, 


n ) 2u 
wenn 
4 
(y) Zulg (v,y)da dz=2bu .> n 
x; x n — 1 


die Zirkulation des ganzen Flügelschnittes ist. In der Mittelwertformel (15) gilt jetzt, weil 


| 
(&,n,r) und y(£, »7,r) jetzt reell sind, nur der Faktor —, statt . Man erhält demnach 


| 
W 
0 
7 | 


also die bekannte Formel der stationären Theorie. 

Der zweite Sonderfall liefert für den mittleren Widerstand der Längeneinheit des Flügels 
gemäß Formel (16), in der wir 9 (@#, 9) durch eine Funktion g (“) von .r allein ersetzen müssen 
(wegen (S)): 


h [7 
x 
iv(x—5 iv (x 
.\ \ +gla)g(d)e 
X 


Hierin kommt es vor allem auf den Wert des foleenden Inteerals an: 


h 
/ 
Der Integrand wird für y >) wegen 3, (0 (io): 


und dieser letzte Ausdruck gilt allgemein, da der Integrand eine gerade Funktion von y 


4 
sein muß. Demnach wird das Integral 


h 
lım - \ \ J lim \ iH,"(ilo )do)dn: 
h vr /h 
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also wegen 
(io)do=? 
x 
gleich x Somit wird der Widerstand pro Längeneinheit jetzt: 


Au 
X 


und nach leichter Umformung wie oben: 


X 
in Übereinstimmung mit Formel (1). 


Für einen späteren Zweck formen wir nun den allgemeinen Ausdruck für den mittleren 
Widerstand nochmals um. In (17) ıst 


A, (“r, u) än dr: A, (3; 4) A, (1) - (1). 
Au 
(x, u) de u) d@-\B,(#, dr —=B, (u) (u). 
wenn 
No 7 
ıivycig | 
(18) 
B,(u) \ \ gir,n)e sin dq dr 
zesetzt wird. Führen wir ferner die Bezeichnung ein 
\ 
so wird 
A. \ \ 2, sın sın ge u da \ 
N 
iructe L 
y 
B„ (u) = - \ :,sinrg sinng e do= \ 
wenn 
Carte 2 2. 2.2.2020. (20) 
7 | 
gesetzt ist. Wir erhalten dann 
n N n.? 


| 
- 
| 
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Setzen wir nun 
2 
_ . 
br; u du (21), 
ı 
so wird der instationäre mittlere Widerstand: 
also eine Hermiteseche Form der dureh die Zirkulationsverteilung bestimmten unendlich 


vielen Variablen (19), während die Koeffizienten der Form dureh (21) gegeben sind. 


Wir müssen nun zunächst die Zulässiekeit der erfoleten Umreehnungen dureh Nachweis 


der Konvergenz der auftretenden Summen erbringen. 


ständigkeitsrelation 


2 
T 


\sitrydy 


4 


Hierzu gehen wır aus von der Voll- 


da diese Reihe nur positive Glieder enthält, ist sie nach dem Dinischen Satze gleichmäßig 


konvergent in Jedem Intervall 0< u 


yelgıı 


Ks eilt ferner 


“ dp-sin u 


le sınsy sinu]-cosng dq 


so daß auch 


N sin“ 


7 


gleichmäßig in 0< konvergent ist. 


eleiehunge auch 


/ ivyelg 


Daher ıst nach der 


SF. 
sın u 

EZ | 


gleichmäßig in u 


ergibt dann die Konverzenz von 


7 


für jedes r und s. 


„ konvergent. Integration über von bis 


Scehwarzsehen Un- 


lım 


Was nun den Wert der Form (22) anbetrifft, so ergibt sieh aus der Darstellung (15). 
daß er unter gewissen Voraussetzungen über die in Frage kommenden Zirkulationsverteilungen 
unterhalb einer festen Schranke hieet. Zunächst eilt nämlich 


X9 
\ \ — “dr dy 


7 = 
IT 
m 
n 1 

< 

\ y 
21”, 
| 1 | r 


| 
| 
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andererseits ist nach (23) und (19) 


T 
N (u) Ssın yix,y)e “ .daesin u COSNY d 
N 
und daher 
Da «die Ableitung von \ y(w,y)e " de nach eine Fouriereosinusreihe mit den Ko- 
Xı 
effizienten r z, ist, so ist 
T 
2 
op, 
und daher für jedes On, 
L 


mit geeigneten von « unabhängigen Konstanten A und B. Somit wird nach der Sch warzschen 
Ungleichung auch 


(U) ZN Cns (u) 2, sın u) (4-2 2,” + B- ). 


Hieraus folgt dureh Integration über «, daß auch die Form 


| 


für alle Wertsysteme z, beschränkt ist, für die ” eine gewisse Schranke nicht über- 


schreitet. 
Kerner läßt sich für den Ausdruck (22) bzw. (17) auch eine untere Schranke angeben, 
nämlich der Wert 


Nach einem bekannten Kriterium aus der Theorie der unendlich vielen Variablen besitzt 
daher die Matrix (b,,) eine reziproke Matrix, deren zugehörige Hermitesche Form ebenfalls 
beschränkt bleibt. 


S 2. Vortriebsberechnung und besondere Bewegungszustände. Zur Berechnung des Vor- 


triebs, der mit der Flügelbewegung verbunden ist, setzen wir wieder das Geschwindigkeits- 
gesetz, ähnlich wie beim ebenen Problem, in der Form an: 


/ 
woraus sich ergibt: 
iu dz /Oh 


I 
] 
| 
7 
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wenn wir die Annahme machen, daß die Geschwindigkeit der Luft längs des Flügels stets 
eine verschwindende 4-Komponente besitzt, was mit der in $ 1 eingeführten Vorstellung über 
die Wirbelbelegung in Übereinstimmung steht. Wir erhalten entsprechend wie dort die 
Gleichung: 


| | ir 


v \0E u 


wobei (£, 7, die durch die gebundenen Wirbel induzierte Abwärtsgeschwindigkeit bedeutet. 
Man findet leicht 


h h 
2 
Xı Xı ) 


so daß nach (13) w(&, 9,1) + w,(£,,r) ein Ausdruck derselben Form wie (13) wird, wobei 


zu ersetzen ist. Die Auflösung der Differentialgleichung für A (£,n) liefert daher 


ivx in 


Xı 


(En, 


worin man sich die Ausdrücke im Integranden durch die Zirkulationsverteilung bestimmt 
und eingesetzt zu denken hat, und worin C(y) eine willkürliche Funktion von y ist. 

Wir schreiben nun, analog zur Formel (15) für den Widerstand, den mittleren Vortrieb 
in der Form: 


h 
2 
o | \ \ (5; n,T)y(E, 
Xo h 
h 
2 


| 
x 


und können dies weiterhin unter Benutzung der früheren Bezeichnungen A, und B, 1) 
und mit Hilfe der durch den Bewegungszustand bestimmten Größen 


T 
= h(z,yJ)snge uw sinnydg 
(25) 
auf Grund der Vollständigkeitsrelation auf die Form bringen: 
2 
N u) Au (a, + ku (&, 0) Bu (&, u) + (x, u) Au u) (26). 


2 
| 
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Wir wollen im folgenden davon absehen, die Theorie im allgemeinsten Falle weiter 
zu entwickeln, sondern uns auf besondere Fälle beschränken, und zwar auf den Fall, 
X 
daß E eine kleine Zahl ist. Dann zeigt Gl. (24), daß h(w,y) in der Form H(y)-e " an- 
gesetzt werden kann, wenn wir die dort € (y) genannte Funktion jetzt mit FH (y) bezeichnen; 
und zwar deshalb, weil die unter dem Integralzeichen stehenden Geschwindigkeiten klein 
veren « sind, so daß das ganze Glied von zweiter Ordnung klein wird. Wir erhalten dann 
eine Bewegung, bei der jeder Flächensehnitt „= konst. auf einer Wellenlinie fortschreitet, 
was an sich eine elastische Deformation der Fläche verlangt, wenn wir aber überdies nun 
die Flächentiefe als klein ansehen, näherungsweise durch eine einfache Translation + Drehung 

des Flächensehnittes bewerkstelliet werden kann. 

ls liegt außerordentlich nahe, nunmehr auch für 9 (#, y) einen entsprechenden Ansatz 
zu machen, insbesondere im Falle eines rechteckigen Flügels, den wir 
jetzt ins Auge fassen wollen. Dann wird der Vortrieb 


x 
= " | (1, (u) + BF 


wobei wır 


af iryetgu ivyetgn 
und 
7 
x 
sowie 
Ay Xo 


vesetzt haben. Wır erhalten dann für den mittleren Vortrieb 


| 
r | 
und für den mittleren Widerstand nach (22) 
No 
> 
l 


D . 
| 
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wenn wir 


h, g(a)e" da- sin udu 


7 Ny 


al 


setzen. 


Wir betrachten nun im folgenden den Bewegungszustand sowie die “#-Verteilung der 
Zirkulation als vorgegeben; dann sind die Größen (29) bekannt und in den Ausdrücken für 
Vortrieb und Widerstand lediglich die Variablen “x, noch frei, die die Verteilung der Zar- 
kulation in der y-Riehtung bestimmen. Wir wollen unter diesen Annahmen die 
Differenz VW möglichst groß zu machen suchen. 


Dies ist nun leicht zu bewerkstelligen. Man findet, daß Real- und Imaginärteil von 


Ay 

y(ir)e " dr =D, g(e)e " dx +5, 
l N | 


genügen müssen. Da nach dem Schluß des ersten Paragraphen ın Absehnitt II die Matrix 
(b,s) eine beschränkte Reziproke besitzt, sind die Größen , und “=,” hiernach eindeutig 
bestimmt, und somit auch die Funktion @G(y) bekannt, welche die y-Verteilung der Zirkulation 
regelt. 


Wir schreiben die Auflösung unserer Gleichungen unter Benutzung der reziproken 
Matrix (B,,) von (b,,;) in der Form 


I. 
| 
4 
] r | 
wobei wir zur Abkürzung 
32: 
E 7 p (dr 
x 
gesetzt haben. Dann wird der optimale Vortrieb 


während der instationäre Widerstand gleich der Hälfte dieses Wertes wird. 


Ist speziell FH (y) reell, was besagt, daß die Schwingungen der einzelnen Flügelsehnitte 
= konst. ohne gegenseitige Phasenverschiebung erfolgen, so wird 


und der Vortrieb somit 


| 
. 
| 
x 
x 
| 
5 


a 
| 
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Zur Berechnung der Matrix (b,,) bzw. (B,,;) erinnern wir uns, daß nach (20) 


+ sın udıu 


7 


also für kleine Werte 


2. \ \ 


und daher 


) 
ist. Somit wird der Vortrieb 
\ b? \' 
ar’ 
r==] 


und der reine Vortrieb 


S 


iv(y n)etg iv(y n)etg 


Diese Formel liefert im Spezialfalle der Parallelbewegung bzw. des gewöhnlichen 
Schwingenfluges die in den Arbeiten (2) und (3) früher von mir abgeleiteten Formeln zurück. 


In der Tat wird bei Parallelbewegung: 


—; h; h,=0(r > 1) (hGrößtausschlag) 


also 


V-W 


16 


und ım Falle des gewöhnlichen Schwingenfluges 


4 vh | 
cosq h,=(—1) ? -—- (r ungerade, sonst Null), 
u nu 
also: 
V-W \' I6 | h? 
16 — 4 8n 
r=] 


Auch die Ausdrücke für die Gesamtzirkulation eines Flügelschnittes y= konst. ergeben sich 


in der dort angegebenen Weise. 


| 
.) 

4 
7T "7 
; . . 
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Umformung eines turbulenten Geschwindigkeitsprofiles’. 


Aus dem Kaiser-Wilhelm-Institut für Strömungsforschung in Göttingen. 
Von W. Jacobs in Braunschweig-Waggum. 


1. Einleitung. Das Ziel dieser Arbeit besteht darin, die Umformung eines in einem Kanal 
über einer bestimmten Wandrauhigkeit ausgebildeten turbulenten Geschwindigkeitsprofiles 
beim Übergang auf eine andere Wandrauhigkeit an Hand von Versuchen zu studieren und Wege 
zu ihrer reehnerischen Erfassung zu suchen. Die Verhältnisse über einer bestimmten Wand- 
rauhigkeit bei ausgebildeter Strömung können als befriedigend geklärt gelten‘), Man hat sowohl 
für glatte als auch für rauhe Rohre und Kanäle Gesetzmäßigkeiten erhalten, die es jederzeit 
gestatten, Aussagen über Geschwindigkeitsverteilung, den Widerstand, sowie über Impuls- 
austausch und Mischungsweg zu machen. Für das UÜbergangsgebiet bis zur Ausbildung des 
neuen Profils bei Änderung der Wandrauhigkeit und damit der Wandschubspannung liegen 
bisher nur theoretische Rechnungen vor, die unter gewissen vereinfachten Annahmen durch- 
eeführt sind’). Es wurden in diesem Gebiet nun Messungen ausgeführt, die aber ein anderes 
als das erwartete Verhalten zeigten. An Hand der Versuchsergebnisse wurde ein neues rech- 
nerisches Verfahren entwickelt, mit dem es möglich ist, in einem Kanal die Geschwindig- 
keitsverteilung auf dieser „Anlaufstrecke“ bei bekannten Wandschubspannungen der aus- 
gebildeten Strömung zu berechnen. 


2. Versuchseinrichtung. Die Versuche wurden an einem Gebläse durchgeführt, dessen 
Düse zu einem rechteckigen Kanal von 60 em Breite und 20 em Höhe überleitete. Der Kanal 
selbst bestand aus Holzkästen, welche ineinandergriffen und durch Schrauben fest miteinander 
verbunden werden konnten. Filzstreifen sorgten für gute Dichtung, so daß eine vollkommen 
geschlossene Kanalstreeke entstand, die Je nach Bedarf verlängert oder verkürzt werden konnte. 
Den Abschluß des Kanals bildete der Versuchskasten. Um das Einstellen der Sonden möglichst 
genau vornehmen zu können, waren seitwärts Glasfenster angebracht. Es war somit wegen 
der Spiegelung an der glatten Wand ohne große Umstände eine Genauigkeit bis auf '/,, mm 
bei der Angabe des Berührungspunktes der Sonde mit der Wand und «damit des Wand- 
abstandes zu erreichen. Der benutzte Versuchskasten war so eingerichtet, daß er ein Ver- 
schieben der Sonde in Strömungsriehtung über den ganzen Kasten hin erlaubte. Ein Ver- 
stellen quer zur Strömungsriehtung war nieht möglich (Bild 1). Der Kasten war 1,5 m lang. 


Bild 1. Skizze des benutzten Meßkastens. 


Über ihm befand sich die Führungsschiene einer optischen Bank, an der wiederum das Profil- 
rohr befestigt war. Die Sonden waren mit einem Gewinde versehen und wurden seitwärts 
am Profilrohr festgeschraubt. Der gemessene Druck wurde mit Hilfe eines Ventileummis an 
ein im Profilrohr verlaufendes Röhrchen weitergegeben und konnte oben abgenommen werden. 
Der in der oberen Wand angebrachte Schlitz wurde beim Versuch durch passende Holzleisten 
gut verschlossen. 

Da es sich um ein zweidimensionales Problem handelte, konnte zur statischen Druck- 
messung eine von Motzfeld’) zuerst benutzte Scheibensonde verwandt werden. Dies ist 
eine linsenförmige Scheibe von Smm Durchmesser und I mm maximaler Stärke. In der Mitte 
der gewölbten Flächen besitzt sie Anbohrungen von 0,6 mm -Durchmesser. Die Sonde muß 
so eingeführt werden, daß die mittlere Strömungsriehtung stets parallel zur Scheibensonde 

*), Diese Arbeit stellt den zweiten Teil der unter der Leitung von Herrn Prof. Prandtl entstandenen Disser- 
tation: „Studien zum Rauhigkeitsproblem‘“ dar. Der erste Teil ist erschienen im Ing.-Archiv unter dem Titel: Strömung 
hinter einem einzelnen Rauhigkeitselement.* (Ing.-Arch. Bd. IX (1935), Heft 5, 8. 343.) | 

I) Prandt]l: Neuere Ergebnisse der Turbulenzforschung. 193. — J. Nikuradse: Strömungs- 


gesetze in rauhen Rohren. Forsch.-Arb. d. Ing.-Wes., Heft 361, Berlin 1933. — L. Hopf: Die Messung der hydraulischen 
Rauhigkeit. ZAMM Bd. 3 (1923), S. 329. — K.Fromm: Strömungswiderstand in rauhen Rohren. ZAMM Bd. 3 (1923), S. 339- 


?®), L. Roux: Zeitschrift für Geophysik 1955. 
3) H. Motzfeld: Die turbulente Strömung an welligen Wänden. Dissertation Göttingen 1935. ZAMM Bd. 17 
(1937), S. 199. 


| | 
| 
| 
| 
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verläuft. Es ergab sich eine Riehtungsunempfindlichkeit von ungefähr + 3°. Diese Genauig- 
keit in der Einstellung konnte jederzeit erreicht werden. Eine Eichung erfolgte im Freistrahl 
hinter dem Gebläse, und zwar ın der „gesunden* Strömung. Der statische Druck wurde 
hierbei gleich Null gesetzt. Die Beiwerte erwiesen sich bei den benutzten Sonden als nahezu 
gleich, und zwar ergaben sie abgerundet = 1.14. Dieser Wert war weitgehend unabhängig 
von der Reynoldsschen Zahl. Führen wir als Bezeichnungen ein: 


Po Gesamtdruck, 

psı statischer Druck, 

p'sı Statischer Druck, gemessen mit der Sonde, 
Staudruck, 


so erhalten wir die Beziehungen 


Pst= Po 17Po 


Der statische Druck ergibt sich daher mit 9 1,14 zu: 


Pot 


Alle Drucke wurden mit Hilfe eines Prandtl- Manometers gegen den Druck im Versuchs: 
raum gemessen. Als Wandrauhierkeit dienten Leisten von 0,7 em Höhe und 1,0 em Breite, 
die in einem Abstand von 15 em auf die Unterseite des Kanals aufgenagelt wurden. Die 
raulle Strecke betrug 5 m. 


3. Vorversuche. Bevor mit den eigentlichen Messungen begonnen wurde, mußte geprüft 
werden, ob am Ende der rauhen Strecke bereits ein ausgebildetes Profil vorlag. Eine Auf- 
tragung der Geschwindigkeit über dem Logarıithmus des Wandabstandes ergab eine Gerade, 
was nach dem logarithmischen Geschwindigkeitsverteilungsgesetz ein Merkmal für ausgebildete 
Strömung ist, Dies war auch auf Grund der früheren Rohrströmungsversuche von Nikuradse 
zu erwarten. Denn hiernach ist der Anlauf nach ungefähr 40 Rohrradien zu Ende. Kirsten?) 
gibt an, daß sieh bereits bei 20 Rohrradien die endgültige Geschwindigkeitsverteilung ein- 
gestellt hat. Führen wir in unserem Falle den hydraulischen hadıus 


2 Kanalquersehnitt 
Dem 


benetzter Umfang 
ein, so erhalten wir eine als Anlauf zur Verfügung stehende Strecke von 33,3 Radien, die in 
Anbetracht der großen Rauhigkeiten auch zur Ausbildung des Profils genügen müßte. 

Bei der Messung des Druckabfalles ergab sieh hinter den Rauhigkeiten, beim Übergang 
auf die glatte Wand, ein leichter Drucksprung, entstanden dureh die plötzliche Erweiterung 
des Kanals. Zu seiner Beseitigung wurde auf den glatten Teil der Strecke ein glattes, gut 
ausgerichtetes Sperrholzbrett genagelt, dessen Höhe so gewählt wurde, daß sich am Anschluß 
ein sprungloser Übergang des Druckes ergab. Bei zu diekem Brett zeigte sich natürlich das 
Gegenteil: ein Drucksprung auf zu kleine Werte. Als brauchbare Höhe wurde nach ver- 
schiedenen Versuchen 10 em gewählt. 

Die statischen Druckabfallmessungen wurden in der Mitte des Kanals vorgenommen. Der 
Kinfluß von », also der Geschwindigkeit senkreeht. zur Wand, auf die Druckanzeige lag unter- 
halb der Genauigkeitsgrenze und brauchte infolgedessen nicht berücksichtigt zu werden. 
Denn bezeichnen wir mit p’sr, den zusätzlichen, dureh » angezeigten Druck, so erhalten wir 
nach unserer obigen Eichung: 


st 0,14 5 v*, 0,14 
Nehmen wır einmal eanz erob an, daß sich ın der Mitte wie 1:100 verhalten dieser 


Wert wird in unserem Fall nicht erreicht — , so ergibt sich 


p'st | 
Pst 


Kirsten: Dissertation. Leipzig 1927. 


Po xt (4, 
p 
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Die Vernachlässigung ist also vollauf gerechtfertigt. 

Die geringe Ungleichmäßigkeit der Geschwindigkeitsverteilung über die Kanalbreite war 
bei diesen Untersuchungen belanglos, da die Messungen in vertikaler Ebene durchgeführt 
wurden. Hiernach wurde mit den Hauptversuchen begonnen. 


4. Versuchsdurchführung. Da wir ein zweidimensionales Problem vor uns haben, so 
möge die .=-y-Koordinatenebene dureh die in Strömungsrichtung verlaufende lotreehte Symmetrie- 
ebene des Kanals gebildet werden. Ihr Nullpunkt liege im Zusammenstoßpunkt der beiden 
Rauhigkeiten. Die positive »-Achse zeige in die Hauptströmungsrichtung, die positive y-Achse 
senkrecht nach oben. 

Es wurde die Strömung sowohl von glatter Wand auf rauhe als auch umgekehrt unter- 
sucht. Es mag jedoch zunächst aus Gründen, die aus dem Aufbau der Arbeit hervorgehen, 
nur die Umbildung des Profils von rauh auf glatt näher betrachtet werden. Geschwindigkeits- 
messungen wurden ausgeführt an den Stellen «== 2,7, 15, 20, 40, 70, 100, 150, 215 und 290 em 
(Bild 2). Es sind nicht alle erhaltenen Kurven in der Abbildung aufgeführt, um das Bild 
nicht zu verwischen. Sie liegen zwischen den entsprechenden eingezeichneten Kurven. Die 
Umbildung des Profiles erfolgt derart, daß in den unteren Gebieten mit wachsendem .r eine 
Zunahme, in den mittleren eine Abnahme der Geschwindigkeit stattfindet, wobei sich all- 
mählich das glatte Profil ausbildet. Dieser Übergang soll nun rechnerisch erfaßt werden. 


07 02 03 


74 | T | | Bild? (links). Geschwindigkeitsprofile beim 
ylem] Übergang von rauher Wand auf glatte. 
u x Abstand von der letzten Rauhigkeit. 
12 | 
70 
Bild 3 (unten). Skizze zur angenommenen 
Mischungswegverteilung. 
Ö 
o 
6 
2 
je 


3. Lösungsversuch. Die Bewegungsgleichung lautet in unserem Falle mit 7 scheinbare 
Schubspannung: 


ou, on I or 


Mit Hilfe der Kontinuitätsgleichung | 73 . 0 erhalten wır hieraus gemäß einer von 
l. Prandtl’) angegebenen Umformung 


| | 


wobei wir für ein festes . die rechte Seite gleich einer Funktion von y setzen. Oder 


om 


Wir integrieren von O bis „, da für „0 »==0 sein muß, 


und somit 


5) L,. Prandt]l: Zur Bereehnung der Grenzschiehten. ZAMM Bd. 18 (1038), S. 78, 


77 
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Durch Differentiation erhalten wir hieraus den Geschwindigkeitszuwachs 


Y 


or 


Geht man also von einem bestimmten Geschwindigkeitsprofil aus, und sind y , was in erster 

Näherung wegen der geringen Krümmung der Stromlinien über den Kanalquerschnitt konstant 


T 
eesetzt werden kann, und bekannt. so läßt sıch N berechnen, woraus ein neues « für 
| 


(.e + 1x) folet: 

(‘ u 
2 1 m x 


Das Verfahren, wiederholt angewandt, liefert also die Geschwindigkeitsverteilungen in den 
verschiedenen Abständen. Für die Schubspannung wurde der Ansatz gemacht: 


Sie konnte unter rohen Annahmen des Mischungsweges ! berechnet werden. Zuverlässige 
Mischungswegverteilungen beim Kanal liegen nicht vor. Infolgedessen wurde nach dem Befund 


beim Rohr die einfache Formel benutzt, die für ergibt (Abb. 3). 


h = Kanalhöhe. 
Mit Hilfe dieser Annahme wurde nun die Rechnung versucht. Die Geschwindigkeit 


des Ausgangsprofiles lieferte die Messung, \ z mußte dureh Differentiation graphisch bestimmt 


werden. Hieraus ergab sich die Schubspannung und nach abermaliger Differentiation Y; Das Inte- 
( 


eral \ IM dy konnte praktischerweise nur graphisch ausgewertet werden. Durch nochmalige 
| 

Differentiation von m dy erhielt man schließlich die gewünschte Geschwindigkeits- 


differenz für das gewählte Wegelement Ir. 

Trotz verschiedener Anwendungen der meist nicht allzu genauen Differentiation und 
graphischen Integration konnte jedoch erwartet werden, daß bei der aufgewandten Sorgfalt 
die Ergebnisse mit den wirklichen Verhältnissen zufriedenstellend übereinstimmten. Dem 
war aber nicht so. Ein Vergleich mit den experimentell ermittelten Geschwindigkeiten zeigte 
zwar in größeren Abständen von der Wand eine gute Angleichung, in Wandnähe dagegen 
traten große Abweichungen auf. Das Vorarbeiten des rauhen Profils nach dem glatten hin 
fand bis zu „Werten von mehreren em in Wirklichkeit viel schneller statt als nach der 
Rechnung. Die Ursache konnte nur in der falschen Mischungswegannahme zu suchen sein. 

Um diese Verhältnisse aufzuklären, wurde jetzt der umgekehrte Weg beschritten, nämlich 
nessenen Geschwindigkeitsprofilen und deren Differenzen die Schubspannung be- 

rechnet und mit Hilfe der Formel m I? ar nachgeprüft, wieweit sich die obige funk- 
tionale Abhängigkeit des Mischungsweges von y als richtig oder falsch erwies, und wieweit 
Die Bewegungsgleichung und die Kontinuitätsgleichung wurden 


aus den geı 


sie von x unabhängig sei. 
den Rechnungen zugrunde gelegt. 

Das Ergebnis lieferte ganz klar den Grund der Abweichungen zwischen Rechnung und 
Experiment und ließ die Verfolgung der obigen Methode als wenig hoffnungsvoll erscheinen. 
Der Anstieg des Mischungsweges mit dem Abstand von der Wand war viel stärker, als wir 
nach den Rohrreibungsversuchen von Nikuradse für unsere Formel angesetzt hatten. Die 
Mischungswegverteilung glich sich jedoch bei größeren »-Werten (150-200 em), also bei An- 
näherung an das ausgebildete glatte Profil der Nikuradseschen Verteilung ungefähr an 
(sie lag ein wenig darunter). 


Internat. Kongr. f. Technische Mechanik, 


6, ,. Prandtl: Über die ausgebildete Turbnlenz. Verhandl. d. 11. 


Zürich 1927. 
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Es mag noch erwähnt werden, daß nach Prandtl der Mischungsweg bei Annäherung 
an die Wand einem bestimmten Grenzwert zustrebt, der dem Grad der Rauhigkeit entspricht. 
In unseren Rechnungen wurde dieser Wert wegen seiner Kleinheit nicht berücksichtigt. Be- 
trachten wir z. B. unsere benutzte rauhe Wand. Wir setzen nach dem universellen Geschwindig- 
keitsverteilungsgesetz für rauhe Wand’): 


8,5 +5,75 log —= 
r 


Wir erhalten hierdurch den Wandabstand „,, in dem nach unserem Gesetz die Geschwindig- 
keit Null ist. ®#, ist die Schubspannungsgeschwindigkeit und k, die äquivalente Sand- 
rauhigkeit. Sie wird später berechnet werden. Nehmen wir ihren Wert einmal voraus, so 
erhalten wir: 


log log em, I, =0,068 em. 


Dieser Wert I, hätte die Mischungswegsverteilung nicht wesentlich ändern können. Bei der 
benutzten glatten Kanalwand ist er noch um einige Zehnerpotenzen kleiner, so daß er über- 
haupt nicht berücksichtigt werden könnte. Die großen Unstimmigkeiten waren also hierdurch 
nicht zu erklären. Die Lösung der gestellten Aufgabe auf diese Weise mußte als gescheitert 
betrachtet werden. 


6. Aufstellung einer empirischen Formel für die Schubspannungsverteilungen. 


a) Bestimmung der Wandschubspannungen und nähere Charakterisierung der Wand- 
rauhigkeit. Bevor der neue zum Ziele führende Weg beschritten wird, mögen die benutzten 
Rauhigkeiten und deren Schubspannungen etwas näher betrachtet werden. 

t, bezeichnet die Schubspannung an der glatten Wand, r, die an der rauhen. 7, wurde 


einmal durch Druckabfall erhalten. Es ergab sich: a 4,0 . 10° em?/s?. Da dieser Wert aber 
zu unsicher schien, diente zur Kontrolle die Bestimmung von r, mit Hilfe des universellen 
(Geschwindigkeitsverteilungsgesetzes: 
—=99-+ 95,19 log - 


Bei logarithmischer Auftragung des Wandabstandes y über der Geschwindigkeit « erhält man 
eine Gerade 
n,„log y, 


aus deren Steigung direkt v+,, folgt 
3.15 Tu N, 
4 0 575 
ergab sich: 
7 - - ‘ 
— =9»,05 10° 


- 


Der Faktor 5,75 wurde hierbei als gesichert angesehen. Dre beiden erhaltenen Werte stimmten 
ziemlich gut überein. Als additive Konstante ergab sich in unserem universellen Geschwindig- 
keitsverteilungsgesetz ein etwas anderer Wert als bei Nikuradse, nämlich 4,32 statt 5,5, 
was darauf zurückgeführt werden muß, daß die Wand nicht vollkommen glatt ist. Das 
universelle Gesetz für unseren Fall lautet also: 


4,32 +5,75 log 
m - y 


Die Steigung der Geraden ist dieselbe wie bei Nikuradse. 
4 .. .. r . T 
Bedeuten a die Längsseite, b die Höhe des Kanalquerschnitts, so ermitteln wir — zu- 


nächst aus dem Kräftegleichgewicht zwischen Wandschubspannung und Druckgefälle: 


a-bdyp 
-(a+2b),= 
ap 2(1+° 10° em?/s?, 


’) J. Nikuradse: Strömungsgesetze in rauhen Rohren. Siehe Fußnote Nr. 1, 8. 1. 
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Analog wie bei der Bestimmung von können wir jetzt auch —- ermitteln, zur Kontrolle des 

zuletzt gefundenen Wertes. Das universelle Geschwindigkeitsverteilungsgesetz nimmt für 


rauhe Wand die Form an: 


1+5,75log + n,log y. 


Wählt man dieselbe Auftragung wie oben, so erhält man entsprechend aus der Steigung: 


cmis, 24,1- 10° em?/s?. 


Auch in diesem Falle stimmen die Werte ziemlich gut überein. Es wurde weiterhin mit dem 
. T 2 
uneefähren Mittelwert 23,0. 10° em?/s” gerechnet. 
‘) 

Ks wäre noch zu bemerken, daß die Rauhigkeit des für die Querschnittsverengung be- 
nutzten Brettes ein klein wenig von der Kanalwand verschieden war. Hierdurch ist die Ab- 
weichung der oben bestimmten Wandschubspannung, die für die gewöhnliche Kanalwand gilt, 

ordy 


und derjenigen, die sieh später als Konstante bei der Integration von \ ergab und die 


dy 


Schubspannung des Brettes darstellt, zu verstehen. Dieser Wert schwankte von - 3. 10° 
bis 4 10° em?/s®. 3,4 10° wurde später der Rechnung zugrunde gelegt, da es sich Ja um die 
Strömmnesverhältnisse über dem „glatten“ Brett handelte. 

Es mag hier noch eine Bemerkung eingeschaltet werden über die Schubspannung an 
(der glatten Wand, falls sie sich der rauhen Wand gegenüber befindet. Aus kleinen bei der 
Messung aufgetretenen Unstimmigkeiten ist zu schließen, daß in diesem Fall die Schubspannung 
an ihr größer ist, als bei allseitig glattem Kanal. Der Einfluß der Rauhigkeiten reicht somit 
über die ganze Kanalbreite bis zur gegenüberliegeenden Wand. 

Um unsere Rauhigkeit mit anderen Rauhigkeiten vergleichen zu können, wurde noch 
eine Umrechnung auf die Nikuradsesche Sandrauhigkeit vorgenommen. Hiermit soll nicht 
vesagt sein, daß diese allgemein als beste Bezugsrauhigkeit angesehen wird. Vielleicht wäre 
eine von den Sehliehtingschen Rauhigkeiten’) geeigneter, da wegen des Aufklebens der 
Sandkörner mit Lack bei der Nikuradseschen Rauhiekeit die Verhältnisse zwischen den 
Körnern nieht genau reproduziert werden können. Es ist aber bisher darauf Bezug genommen 
worden (Schliehting), und aueh wir wollen sie daher als Vergleichsrauhigkeit verwenden. 

Die äguivalente Sandrauhigkeit gibt die Korngröße der Nikuradseschen Sandrauhigkeit 
an, welche den gleichen Widerstand wie die benutzte Rauhigkeit hat. Sie führt die Be- 
zeichnung Z,. Das universelle Gesehwindigkeitsverteilungsgesetz für rauhe Wand bei voll 
ausgebildeter Strömung lautet: 


7 7 


I ist für jede Rauhigkeit charakteristisch, es ist eine Rauhigkeitsfunktion. Für Sandrauhigkeit 
hat sie den Wert I, 8,48. Hierfür gilt also 


S.45 +5,75 log - 


Durch Vergleich mit obiger Beziehung ergibt sich: 


k; 
und dureh Zusammenfassung 
2,1» log 1: 5.45 - A. 


‘, J), Nikuradse: Strömungsgesetze in rauhen Rohren. Siehe Fußnote Nr. 1, 8. 1. 
», Schliehting, Ing.-Areh. Bd. 7 (1936), S. 1. 
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A bestimmte sieh in unserem Falle mit Hilfe halblogarıthmischer Auftragunge zu 3,45. Folglich 


log 0.ST6. 1.52. 
und da die Höhe der benutzten Rauhigkeit #7 =0,7 cm beträgt: 
k, = 5,26 cm. 
Die Größe der äquivalenten Sandrauhigkeit übertrifft also um das 7'/,fache die der benutzten 
Rauhigkeit. 

Eine genaue Definition des Wandabstandes ist für die weitere Rechnung noch nötig. 
Schliehtine hat ihn bei seinen Rauhigkeitsmessungen so definiert, daß er gleich dem 
Abstand von einer gedachten Wand ist, welehe die rauhe Wand so ersetzt, daß das Flüssig- 
keitsvolumen dasselbe bleibt. Dies wurde nieht für praktisch gefunden. Als Ausgangspunkt 
diente das logarithmische Geschwindigkeitsverteilungsgesetz : 


- 
! 


Ks wurde nun log I über u aufgetragen, wobei , so lange variiert wurde, bis die Verlängerung 
Jo 

der erhaltenen Geraden dureh Null ging. Die wandnahen Punkte wurden fortgelassen, da 

hierfür das Gesetz keine Gültigkeit hat. Dieser so gefundene Wert y, stellt die Höhe dar, 

in der die Geschwindigkeit Null ist, und bildet damit den Nullpunkt des neuen Koordinaten- 

systems. 9, war =0,l7em. Dies stimmt überein mit der Definition von Nikuradse, 


29,0 
30 ist. In unserem Falle 30 

Die Gesehwindigkeitsmessungen wurden bei einer mittleren Windgeschwindigkeit von 
ungefähr 14 m/s ausgeführt. Zur Dimensionslosmachung diente die in der Mitte des Kanals 
gemessene Geschwindigkeit. Sie betrug 16,40 m/s. 

b) Formelmäßiges Erfassen der Schubspannungsverteilung. Kommen wir jetzt zurück 
auf unsere eigentliche Aufgabe, nämlich der Berechnung der sich umformenden Geschwindig- 
keitsprofile. Für die Erreichung des gesteckten Zieles war es notwendig, hierfür irgendeine 
Gesetzmäßigkeit zu finden. Ein Lichtbliek in dieser Riehtung zeigte sich bei der Auftragung 
der aus dem Versuch berechneten Schubspannungen. Bekanntlich ist die Schubspannungs- 
verteilung bei ausgebildeter Strömung gradlinig über den Querschnitt verteilt. Im Gesehwindig- 
keitsmaximum ist sie Null und wächst mit Annäherung an die Wand bis zur entsprechenden 
Wandsehubspannung an. Die Schubspannungen, welche in verschiedenen Abständen von der 
Stelle des Rauhigkeitswechsels herrschten, lagen alle zwischen der geradlinigen rauhen und 
glatten Verteilung, wobei sie sich von der rauhen mit wachsendem = zur glatten hinüber- 
arbeiteten (Bild 4). Die neue Wandschubspannung lag bemerkenswerterweise sofort vor. 


wonach 


4. Schubspannungsverteilungen 
beim Übergang von rauher Wand 
auf glatte. 


gerechnet gemessen 


= 
775 
350 
97-550 
-2525 


1 
N 
NAT 

N 


| 


70 12 76 79 20 2 


Ihr Einfluß dehnte sich immer weiter nach oben hin aus. Es wurde nun vermutet, daß die 
Differenzen zwischen der ursprünglich geradlinigen und der in bestimmtem Abstand auftretenden 
Schubspannungsverteilung durch eine exponentielle Abhängigkeit von y und .r annähernd 
wiederzugeben sind. Vergleiche von verschiedenen Ansätzen mit der erhaltenen Schub- 
spannungsverteilung stellten folgenden als den günstigsten heraus: 


(2,9) =|r— (r, —ı)f(n)] 


72 
| 
| | | | | DE 
\ | | | 
\ N 
\ | | | | 
\ | | 
| | | 
\ x \ | | | | | 
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y h bedeutet die Ordinate des Geschwindigkeitsmaximums. Für die ausgebildete rauhe 
und glatte Strömung hat h natürlich verschiedene Werte. Diese Tatsache wurde bei dem 
Ansatz nicht berücksichtigt. Sie spielt bei unserer Betrachtung eine Rolle zweiter Ordnung. 
Man könnte einen gewissen Ausgleich vornehmen, indem man der Rechnung das arithmetische 
Mittel der Höhe zugrunde legt. Wir wählen beim Übergang von rauh auf glatt als Höhe h 
den Abstand des Geschwindigkeitsmaximums beim rauhen Profil von der Wand. 

Bei der näheren Untersuchung unserer obigen Vermutung wurde zunächst f (7) aus 
(Gl. (1) für die verschiedenen .« in Abhängigkeit von y aufgetragen (Bild 5) 


(7) | m 


T,, —Ty h Y 


EDL 


/m) = 07 
fm) = 08 


+ + + - + _ + + + 


Bild 5. /(m in Abhängigkeit vom Wandabstand „ für Bild 6. Auftragung von log „ über logx für ver- 
verse hie di ne Parameter x. schiedenes f(n) =a+e b yIx'"* _ eonst zur Bestimmung 
Ubergang der Strömung von rauh auf glatt. des Exponenten m aus der Steigung der Kurven. Über- 
gang von rauh auf glatt. 


Einem bestimmten Wert f(7) = a.e= const entspricht ein gewisser Wert 7 = = const. 


Also 
Iny = In const + m In. 


Wählen wir logarıthmische Auftragung von y und .- und ziehen wir dureh die für f (7) = eonst 
erhaltenen Punkte unter mögliechster Ausgleichung der aufgetretenen Fehler Geraden, so gibt 
uns ihre Steigung m den Exponenten von „= (Bild 6). Das Erfreuliche an unserem obigen 
Ansatze war nun, daß bei ihm, im Gegensatz zu vorher benutzten Lösungsansätzen, die durch- 
schnittliche Steigung der Geraden recht konstant und zwar ungefähr =1 ergab, wodurch f (7) 
eine der Reehnung leichter zugängliche Form erhielt. » bildet den Abschnitt auf der Ordinate, 
welcher durch Verlängerung der mit möglichster Annäherung durch die Punkte gelegten 
(Geraden mit der gemittelten Steigung 1 bis zum Schnitt mit der Ordinatenachse erhalten wurde. 
Ks galt nun noch a und b zu bestimmen. 


log (y)]=loga —bn. 


Durch halblogarıthmische Auftragung ergaben sich 

a und b. Für a erhielten wir ungefähr 1, wie es 
' sein muß, damit für kleine 4 1x, T, wird, für b 

— 11,16 (Bild 7). 

| Die allgemeine für r erhaltene Abhängigkeit 

= von . und „ lautet jetzt: 


/ 
L J 
Bild 7. Bestimmung von a und b. h 


Dies ist also eine empirisch gefundene Formel für die Umänderung der Schubspannungs- 
verteilung beim Ubergang von rauher Wand auf glatte. 
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Es mußte nun noch geprüft werden, inwieweit eine Verallgemeinerung dieser Formel auf 
andere Fälle zulässig ist. Zu diesem Zwecke wurden die Untersuchungen bei genau um- 
gekehrten Verhältnissen vorgenommen, also bei Strömung von glatter Wand auf rauhe. Die 
als Anlauf vorgesehene Strecke erhielt eine Bodenauflage von 1 em Dicke, wozu dieselben 
Bretter vom ersten Versuch und infolgedessen mit genau gleicher Rauhigkeit benutzt wurden. 
Die Anlaufstrecke betrug 5 m, die als genügend zur Ausbildung des Profils angesehen wurde. 
Hierauf folgt eine rauhe Strecke von ungefähr 3m. Große Sorgfalt wurde darauf verwandt, 
das Brett so auf dem Boden zu befestigen, daß es eine möglichst vollkommene Ebene bildete 
und infolgedessen die Querschnittsveränderungen in vernachlässigbaren Grenzen hielt. An 
das glatte Stück schlossen sich dann, dem vorigen Versuch nachgebildet, in den angegebenen 
Abständen die Leisten an. Die Messungen wurden genau in der Mitte zwischen den Leisten 
ausgeführt, und zwar wurden die Geschwindigkeiten bestimmt an den Stellen «= 1,5: 39,5; 


ylcm] | | | | 
12 | ! | 
75cm | 
| | exr= 395 » | 
70 | 00-70. 
| | = 7030 | | | 
| | =-2800 » 
8 
| 
4 
| | | 
| | 
4 + + + 4 
u 
ABBSE 02 04 06 08 70 


Bild 8. Geschwindigkeitsverteilungen beim Übergang von glatt auf rauh. 


gerechnet gemessen 


= 555 „ 
97-85. 0 
97-1975. 
» © 


6 8 22 24 


Bild 9. Schubspannungsverteilung beim Übergang von glatt auf rauh. 


1,5; 103,5: 140: 204 und 290 em (Bild $). Im übrigen erfolgte dieselbe Rechnung wie oben. 
Bild 9 zeigt die Schubspannungsverteilungen. Bild 10 enthält die Darstellung von f(n). Der 
konstante Faktor in Exponenten von f(n) =a-e”-"Y* zeigte einen kleinen Unterschied gegen- 
über dem früheren Wert (Bild 11). Dieser Fehler war aber zu unbedeutend, um gegen die 
Verloekung, beide Vorgänge durch dieselbe Formel auszudrücken, aufkommen zu können 
(Bild 7). Der Mittelwert von b stellt den obigen Wert 11,16 dar. a ergab sich wiederum 
ungefähr —=1. Es wird weiterhin mit diesem Wert 1 gerechnet, wie es ja auch nötig ist. 

Unsere Formel für die Schubspannungsverteilung beim Strömen auf die rauhe Wand 
nimmt somit genau dieselbe Gestalt an wie bei der Strömung von rauher Wand auf glatte. 
Es sind nur 7, und r, vertauscht: 


Die gleiche Art der Schubspannungsumformung zeugt von gleicher Art der Turbulenz. 
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Inwieweit diese Formel die aus dem Experiment erhaltene Verteilung wirklich wieder- 
gibt, zeigen Bild 4,9. Es wurden nämlich jetzt umgekehrt die Schubspannungen nach dieser 
"ormel gerechnet und aufgetragen. Wie zu ersehen ist, findet in dem Gebiet für kleine .r., 
wo eine Umbildung am raschesten fortschreitet, fast vollkommene Angleichung statt. Dieses 
Gebiet interessiert aber gerade am meisten, außerdem sind Abweichungen im späteren Ver- 
lauf von viel geringerem Kintluß. Es ist vielleicht noch etwas über die kleinen Unterschiede 
der experimentell bestimmten Schubspannungsverteilung in der Nähe der Wand zu sagen. Sie 


erzebenden 


rühren in der Hauptsache daher, daß die sieh bei der Integration von \ 

| 
Integrationskonstanten, welche die Wandscehubspannungen darstellen, nieht genau gleiche 
Werte ergaben. Diese Differenzen liegen eben in der Ungenauigekeit der Messung und Aus- 
wertung begründet. In diesem Gebiete scheint die Formel die Verhältnisse besser wieder- 
zugeben, da ja dieselbe Wandschubspannung vorliegen muß. 


Bild 10. Sn) in Abhängierkeit vom Wandabstand „ für ver Bild 11. Bestimmung des Exponenten m für den Über 
schiedene Parameter x. Übergang von glatt auf rauh. ganz von glatt auf rauh. 


Rückbliekend läßt sich feststellen, daß die obige Formel die Verhältnisse ziemlich gut 
wiedergibt und bei ähnlichen Problemen sehr wohl der Reehnung zugrunde gelegt werden 
kann. Im allgemeinen muß man sich hierbei auf die Methode des Differenzierens beschränken, 
d. h. man geht aus von einem gewissen ausgebildeten Profil und bestimmt genau wie bei dem 

ersten Lösungsversuch diesmal mit Hilfe der neuen Schubspannungsformel e> und er- 


ein weiteres Profil. Graphische Behandlung 
x 


wird hierbei am schnellsten zum Ziele führen. Die „Intervalle brauchen gar nieht so sehr 
klein eewählt zu werden, um eine gute Wiedergabe des wirklichen Ablaufes zu erhalten. In 
unserem Falle wären dieht hinter dem Ansehlußpunkt der Rauhigkeiten etwa Abschnitte von 
Id bis 20 em zu wählen, die mit größer werdendem Abstand auch entsprechend größer aus- 
fallen könnten. 


hält somit nach der Beziehung v,= u, -| 


7. Lösung der Bewegungsgleichung mit Hilfe vereinfachter Annahmen. Es soll nun ım 
folgenden versucht werden, unter vereinfachten Annahmen die Integration der Bewegungs- 
eleiehung bei Einführung des Schubspannungsansatzes durchzuführen. Die Bewegungsgleichung 
lautet 


h 


a ıst gleich 11.16. 
r, und r, stellen die Gleiehgewiehtswandschubspannung für und „+ x dar. 


| | 
55,5 » | 
70 Oo N N 4 4 + + 4 
975 | 
| | | 
N | | 
6 > + h © N | | ] T ] 
| T T T 1 
0,4 | | | 
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Wir leeren also unsere oben gewonnene Formel zugrunde: 
T 
. 
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Unsere erste vereinfachende Annahme besteht nun darin, daß |r,  r,!<r, sein soll. 
Wir können dann setzen: 


wobei «’ und v»’ <_U sind. «, (y) ist das Geschwindigkeitsprofil über der Rauhigkeit I. Führen 
wir die Stromfunktion ein: 


so erhalten wir unter Vernachlässigung der kleinen Glieder » 3 und « 5 genähert: 


Die rechte. Seite nimmt mit Hilfe von Gl. (6) folgende Gestalt an: 


10p | h—ı a 


Setzen wir: 


Iop, 

d.h. =0 für so ergibt die rechte Seite vou (+) 
| h ge (T, e f(*) h .r (r, T,) e 


Für mäßige x und nicht zu große y ist a(h — y) > .r: für «= ay ist der Ausdruck 


den wir der weiteren Rechnung als Mittelwert zugrunde legen. Wir erfassen hiermit den am 
meisten interessierenden Bereich = 11 y). 
Um die Rechnung durchführen zu können, wählen wir noch für die Geschwindigkeits- 
verteilung «, eine besonders einfache Darstellung. Sie soll dureh eine vermittelnde Gerade: 


u,„— A+By ersetzt werden. Diese Gerade wäre so zu wählen, daß sie sich in dem besonders 
zu betrachtenden Gebiet dem Geschwindigkeitsprofil gut annähert. 
Führen wir für — \ wieder » ein und setzen wir zur Abkürzung für den konstanten 
- 
Wert so ergibt Gl. (7): 


Dies ist eine lineare inhomogene Dilferentialgleichung erster Ordnung. Wir lösen sie nach 


der Methode der Variation der Konstanten. Als Lösung ergibt sich 


Y 


(4+- By) (A B dy . . . (9). 


Die Integrationskonstante bestimmt sich zu Null, da an der Wand, also für y- 0, 0-0 sein 
muß. Mit Hilfe von f(x) wird die Bedingung der Kontinuität an der anderen Wand befriedigt. 
Zur weiteren Behandlung des obigen Integrals entwickeli wir (A+ By) in eine binomi- 
sche Reihe, wobei nur die ersten beiden Glieder berücksichtigt werden. Also 
4? A | 
und damit 


‚ (A+by) 


_ 
| 
7 
7 
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Nach Ausführung der Integration erhalten wir: 


B 2B 2Bx«\ BU % 


‚ A+by 


Mit Hilfe der Kontinuitätsgleichung findet man hieraus die Geschwindigkeit «: 
X 


T c+u,. 


Die Integrationskonstante muß gleich U sein gemäß der Anfangsbedingung: 2=0, u=U. 
Wir müssen also —v’ noch einmal nach y differenzieren und dann nach x integrieren. Diese 
Integration führt auf den Integrallogarithmus. Nach Ausführung der Zwischenrechnungen 
ergibt sich: 


x 
(12). 
(Ca 
1/x 
Als Substitution ist 2, gewählt worden. Da der auftretende Integrallogarithmus tabuliert 


ist, kann die Aufgabe somit als gelöst betrachtet werden. Als Bezeichnung für den Integral- 
logarithmus ist gebräuchlich (siehe Jahnke-Emde): 


x 
In unserem Falle ergibt sich: 
| 


Hiermit ist also die Möglichkeit gegeben, bei bekannten Wandschubspannungen, ausgehend 
von einem sich über 7, ausbildenden Geschwindigkeitsprofil alle weiteren sich beim Übergang 
auf 7, ausbildenden Profile zu bereehnen. Wir waren hierbei ausgegangen von der Annahme, 
daß |, r,'<r, ist. Es ist aber Interessant, diese Rechnung auch eınmal für unseren 
experimentell näher untersuchten Fall anzuwenden, trotzdem die Voraussetzungen nicht ganz 
erfüllt sind und daher Abweichungen zu erwarten wären. 


Bild 12. Vergleich der gemessenen und | 
eereehneten Geschwindigkeitsverteilungen, | 
wobeider Rechnung die schräge vermittelnde 
Gerade zugrunde gelegt wurde. 0: i Pr 
20 cm 
[7 
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Als Ausgangsprofil diente das in Bild 12 dargestellte. Die der Rechnung zugrunde 
gelegte vermittelnde Gerade ist so gewählt worden, daß in dem unteren Gebiet des Ge- 
schwindigkeitsprofils eine verhältnismäßig gute Angleichung stattfindet. Die Durchreehnung 
zeigt für kleine y überraschenderweise eine ziemlich gute Übereinstimmung mit den gemessenen 
Geschwindigkeitsprofilen. In größeren Wandabständen werden die Abweichungen beträcht- 
licher. Es kommt vor allem nicht das Überschneiden zweier aufeinanderfolgender Profile 
heraus. Die gemachten Vernachlässigungen sind offenbar zu groß. Die Hauptursache liegt 


wohl darin, daß es nicht mehr statthaft ist, für große Abstände (A+ By)? binomisch zu ent- 


wickeln, da eine Konvergenz der Reihe nur für < 1 eintritt. Schon bei Annäherung an I 


A 
wird das Ergebnis durch ausschließliche Berücksichtigung der ersten beiden Glieder beträcht- 
lich gefälscht. Hierzu kommt noch die Vernachlässigung in den Reibungsgliedern. 
(Genauere Ergebnisse erhält man, allerdings bei größerem Aufwand von Arbeit, wenn 
man bei der Integration der obigen Differentialgleichung den vollen Reibungsansatz berück- 


By: durch die ersten beiden Glieder bei 


-H 1 


binomischer Entwicklung in die Rechnung einführt. Diese Vernachlässigung ist ja nicht zu 
vermeiden, um in diesem Falle die Rechnung überhaupt durchführen zu können. Als Lösung 
ergibt sich hierfür: 


sichtigt und nur entsprechend wie oben 


B:-C| B | 3 [ 
0 
11% 
ay 
ey, 2a ) 2B’C 


Hiernach wurde zur Rechenkontrolle nur für einen Wert #40, y=1 die Geschwindig- 
keit berechnet. Sie wich nur sehr wenig von der nach Gl. (12) erhaltenen ab. Der Einfluß 
der Zusatzglieder der letzten Gleichung wird sich ja auch erst bei Werten «==ay bemerkbar 
machen. Für das Gebiet z=ay galt ja die Gl. (12) ziemlich genau. Größere y-Werte sind 
natürlich auch hier wiederum ausgeschlossen, da hierfür die binomische Entwicklung nicht 
mehr zulässig ist. 

Um auch diesen Bereich größerer Werte von y zu erfassen, wurde jetzt versucht, die 
der bisherigen Rechnung zugrunde gelegte schräge vermittelnde Gerade der Geschwindigkeits- 
verteilung durch eine Verteilung U=const, also durch eine senkrechte Gerade zu ersetzen. 
Es wurde hierbei die mittlere Geschwindigkeit @ = 13% em/s gewählt. Der Grad der Differential- 
gleichung wird hierbei erniedrigt. Es sind nur noch gewöhnliche Quadraturen auszuführen. 


Aus Gl. (7) wird: 


Es sind: 
Also 
7 | 
Mit Hilfe der Kontinuität erhalten wır für «: 


100 Jacobs. Umformung eines turbulenten Geschwindigrkeitsprofiles Bd. 19 Nr. 2 April 1939 


ı, bedeutet das Ausgangsprofil und « die Zusatzgeschwindigkeit. 


Nach Ausführung der Integration, wobei wiederum als Substitution eewählt wird, 


ergibt sıch: 
| Clay (a yz (!.x 
(a)de+ lz 
1/x 


Es wurden die Geschwindigkeitsprofile gerechnet für die Abstände = = 20, 40, 70, 150 
und 20 em. Überraschenderweise zeigt ein Vergleich dieser Ergebnisse mit den experimentell 
ermittelten Geschwindigkeitsverteilungen eine verhältnismäßig gute Angleichung, vor allem in 
der Mitte des Kanals. In Bild 13 stellen die ausgezeichneten Kurven die gemessenen und 


| 
.T 70 
8 
gemessen 
---- gerechne? 
6} 
4> 


77 05 


Bild 13. Vergleich der gemessenen und gereehneten Geschwindigkeitsverteilungen, wobei für die Rechnung eine über 


den Quersehnitt konstante Geschwindigkeitsverteilung angenommen wurde. 


die gestrichelten die gerechneten Geschwindigkeiten dar. Das Überschneiden der gerechneten 
Profile findet schon bei kleineren y-Werten statt, so daß hier etwas stärkere Abweichungen 
auftreten. In unmittelbarer Wandnähe gilt die Rechnung nicht, da der Integrallogarithmus 


ay 
(0) unendlich wird. 
x 


Um eine stärkere Annäherung an die Wirklichkeit zu erzielen, könnte man jetzt das 
Profil in dem unteren Gebiet für die Rechnung dureh eine schräge, in dem mittleren durch eine 
senkrechte Gerade ersetzen. Weiterhin wäre eine treppenförmige Verteilung möglich, wobei 
an den Sprungstellen der Geschwindigkeiten besondere Betrachtungen anzustellen wären. 
Kin Vergleich dieser Rechnungen mit dem Versuch wäre sicher interessant. Die Rechnung 
wurde jedoch nicht durchgeführt. Eine lohnende Aufgabe würden auch Untersuchungen 
darüber bilden, inwieweit die oben gewonnene Schubspannungsformel bei ganz anders gearteten 
Rauhigkeiten einem Vergleich mit den wirklichen Vorgängen standhält. 


Zusammenfassung. Die obige Arbeit befaßt sieh mit der Umformung eines turbulenten 
Geschwindigkeitsprofils bei Strömung von rauher Wand auf glatte und umgekehrt. Es wurden 
hierbei Gesetzmäßrgkeiten für die Schubspannungsverteilung in Abhängigkeit von der Ent- 
fernung vom Zusammenstoßpunkt der verschiedenen Rauhigkeiten und vom Wandabstand 
gefunden. Mit deren Hilfe können die sieh ausbildenden Geschwindigkeitsverteilungen be- 
stimmt werden. Unter vereinfachten Annahmen ist bei Benutzung obiger Formel für die 
Schubspannung die Integration der Bewegungsgleichungen möglich. Diese Rechnung wird 
durehgeführt und mit den Messungen verglichen. Trotzdem die Annahmen in unserem Fall 
nicht ganz zutreffen, zeigt sich in dem wichtigsten Bereich verhältnismäßig gute Überein- 
stimmung. 
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Paßintegrale für Zylinderfunktionen von komplexem Index. 


Von Fritz Emde in Stuttgart. 
(Mitteilung aus dem Elektrotechnischen Institut der Technischen Hochschule.) 


ylinderfunktionen mit komplexem Index sind bisher kaum benutzt worden'). Dennoch 
wird man sich nicht gern darauf beschränken, mit diesen sonst so oft vorkommenden 
und für viele Untersuchungen so wichtigen Funktionen nur bei reellem Index vertraut zu 
sein. Manche Zusammenhänge werden sich voraussichtlich besser durchschauen lassen, wenn 


man auch komplexe Indexe zuläßt. 


Kaum auf eine andere Weise als von den Paßintegralen her gelangt man namentlich 
bei komplexem Index so bequem und schnell zu Näherungswerten für die Zylinderfunk- 


tionen. Doch liegt hierbei eine Schwierigkeit in der Vielgestaltigkeit der über die Pässe 
laufenden Fall-Linien, weil man im einzelnen Fall nieht weiß, welche Zylinderfunktion durch 
das Paßintegral dargestellt wird, solange noch keine Gewißheit darüber besteht, welche beiden 
Täler durch die Fall-Linie verbunden werden. Kann man darüber Gewißheit erlangen, ohne 
wenigstens einige Punkte jeder Fall-Linie zu berechnen, wozu man ebenso viele transzendente 
Gleichungen lösen müßte 

Mindestens vier Zylinderfunktionen Z, (z) von verschiedenen Eigenschaften sind gebräuch- 
lich. Da sie Lösungen einer Differentialgleichung zweiter Ordnung sind, kann man aus je 
zweien die übrigen linear zusammensetzen. Die Integrale über die beiden Hauptpässe sind 
zwei solche unabhängigen Lösungen. Da wir an den Fall-Linien aus unserer Willkür nichts 
ändern können, so haben wir in den beiden Paßintegralen die „natürlichen* Grundlösungen 
für das jeweils vorliegende Wertepaar p,z zu erblieken. Aus diesen beiden Grundlösungen 
ergeben sich die übrigen Zylinderfunktionen nach bekannten Formeln. 

Bei der Sichtung der Fall-Linien muß man einige Tatsachen und Beziehungen beständig 
vor Augen haben. Dieses Handwerkzeug wird in den Abschnitten II bis IX bereitgestellt. 
Wir geben dabei fast keine Herleitungen und Beweise. Man kann die Aussagen auf einem 
der bekannten Wege bestätigen. In den beiden letzten Absehnitten gelingt es dann ziemlich 
leicht, die Hauptaufgabe zu lösen, zunächst im Abschnitt X für rein imaginären Index, dann 
im Abschnitt XI für beliebigen komplexen Index. 

Im Abschnitt I leiten wir die Debyeschen Reihen etwas anders ab als Debye. Die 
besondere Gestalt der über den Paß laufenden Fall-Linien bleibt dabeı ganz außer Betracht. 

In einer früheren Arbeit haben wir uns mit den Zylinderfunktionen von reellem Index 
beschäftigt’). Man kann in ihr eine Vorbereitung auf die vorliegende Abhandlung erblicken. 
Doch wird die Kenntnis jener Arbeit hier nicht vorausgesetzt. Die Frage, wie gut die An- 
fangskonvergenz der Reihen ist, wird hier nicht wieder erörtert. Dafür sei auf die frühere 
Arbeit hingewiesen. Wir werden im folgenden immer nur das erste Glied der Debyeschen 
Reihe in Betracht ziehen. 


I. Herleitung der Debyeschen Reihen. 1. Der Exponent in der Sommerfeldschen Inte- 
graldarstellung der Zylinderfunktionen ist 


Pässe befinden sich an solchen Stellen © y=«a+ip, art denen 
ist. Der Exponent habe dort (also für ©&=y) den Wert &, = P,+iYV, Auf der Fall-Linie, 
die über den bei Z==y gelegenen Paß läuft, ist 
wo R eine reelle Veränderliche ist. Mit =y-+ % ist 
R—= 2 — =2 — Einy) 9 I) Sind — pH 
oder mit 
und nach (1b) 


1, Bisher wohl nur von F. Borgnis: Ann. Phys. 31, 1938, S. 747. 
2) ZAMM 17, S. 324 bis 340, Dez. 1937. Dort aueh Literaturnachweise. 
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Z. angew. Math. Mech. 
Bd. 19 Nr.2 April 1939 


Auf dem Paß (#9 klein) ıst 


— — vetgy. 
p 
werde gesetzt 
m 
womit (4) übergeht in 
S? | | 
Daraus folgt’) S als Funktion von #: 
(Links wären beide Vorzeichen zulässie) Wenn man die Reihe 
IR k? 
umkehrt (siehe „Hütte*), erhält man % als Funktion von 8: 
= | | l+ .) .) +| - + . 
Der reziproke Wert davon ist 
Die 2. und 3. Potenz von (9) ıst 
gl 


In den vier letzten Reihen kann S nach (6) durch 7? ausgedrückt werden. 
komplexen Größen I, 0°, 


2. Das Element der Sommerfeldschen Integraldarstellung ist 


(6), 


(8). 


(9). 


(10). 


(il), 


(12). 


Also können die 


9 als Funktionen der reellen Größe R dargestellt werden. 


AR AR dS 
dad ( mit 19 | > 19 (13). 
Nach (3) ist 
/ PR’) 
1) 
oder nach (6) 
Der durch 9 geteilte Kehrwert von (16) ist nach (6) 
2SE 2 | 2 | (1 Ss +35 4 | 4 1m), 


*) Vgl. die Formeln in der „Hütte* Bd. I, 1. Abschnitt, IT C d [1931, Seite 71]. 


; ° 
. . 
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oder wenn man ® nach (9) bis (12) durch S ausdrückt), 


iv2w k „2kS° 
wo 
Nach (6) ist hierin S= —i Ry2/w zu setzen, also 
R' I+ 3 hi + 4 m rt m m r 16 . . (20). 


Hiermit hat man 1/R’ als Funktion der reellen Größe R dargestellt, wie es in (13) erforder- 
lich ist, wenigstens für kleine Werte von R/yw. (Bei der folgenden Integration genügt das 
wegen des Faktors 


3. £=y+0 durehläuft den Grundriß der Fall-Linie über den Paß bei y, wenn R die 
reellen Zahlen von x bis +» durchläuft. Nun ist 


\e \zen le-PAR—V, 
(21), 
folglich nach (20) 
/ w RK, 
11 K, ‚1-3 
und ( | - + (8 w)? 


was man noch beiderseits mit eo — e® <in7=-PY zu multiplizieren hat, um links einen genauen, 
rechts einen Näherungswert für eine Zylinderfunktion zu erhalten. 

Hier ist entlang der über den Paß laufenden Fall-Linie (Y/= YW,) integriert worden, 
um vom Paß aus auf einem möglichst kurzen Weg dem Integralwert nahe zu kommen. Dazu 
kann man auch entlang einer der beiden über den Paß laufenden Höhenlinien (PB = ®,) 
integrieren. Die vom Paß entfernten Teile des Integrationsweges geben dann nur einen kleinen 
Beitrag zum Integral, weil sich hier gleich große positive und negative Beiträge durch be- 
ständigen Vorzeichenwechsel wegheben, während am Paß die „Phase stationär“ ist (Prinzip 
von Lord Kelvin)’). Hierzu müßte man im vorhergehenden etwa R=R,yi setzen. 

Im Komplexen bedeutet eine Integration im allgemeinen eine vektorische Addition. Man 
kann sie hier in eine gewöhnliche Addition überführen, wenn man an jeder Stelle den Inte- 
grationsweg in der Richtung dö=|d£)e-'?7 wählt, so daß e@ d£=e*|d£|, also reell wird. 
(Man würde etwa numerisch oder mit dem Planimeter integrieren.) In dieser Einfachheit 
wird das Verfahren meist nicht durchführbar sein, schon deswegen nicht, weil weder das 
Integral im allgemeinen reell, noch sein Richtungswinkel im voraus bekannt sein wird. Man 
wird also irgend zwei Komponenten von angenommenen verschiedenen Richtungen berechnen 
müssen. Auch für jede Komponente wird sich gewöhnlich nicht ein glatter Integrationsweg 
finden lassen, sondern man wird den Integrationsweg aus glatten Stücken zusammensetzen 
müssen. 


4) Mit weniger Rechenarbeit hätte man (18) als d #/dS unmittelbar aus (9): 


Ko ka Ka 
herleiten können. 
5) H. Lamb: Hydrodynamies 5. ed., 1924, p. 409. — L. Brillouin: Ann. der Phys., 44, 1914, S. 238. 
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Wenn der Integrationsweg jedesmal in denselben beiden Tälern endigt, haben alle diese 
Integrale denselben Wert. Die Annäherung an diesen gemeinsamen Wert kann aber ver- 
schieden gut oder schlecht ausfallen, wenn man den Integranden irgendwie in eine Reihe 
entwickelt und darauf gliedweise integriert. Entwickelt man nach positiven Potenzen von R, 
so würden bei einer Integration entlang einer Höhenlinie die einzelnen Integrale bis auf das 
erste divergieren, soweit sie nicht verschwinden. Die Integration entlang einer Fall-Linie 
liefert dagegen zwar eine divergente, aber immerhin anfangskonvergente Reihe und jedenfalls 
endliche Glieder. 


Il. Betragsfläche des Integranden. Die Sommerfeldsche Integraldarstellung der Zylinder- 
funktionen ist 


T_ 


wo 2 in (la) gegeben ist. P ist der Logaritımus der Höhe Ah eines Punktes der Betrags- 
fläche des Integranden. Wie ändert sich P über der Ö-Ebene? Wir setzen 


Dann ist 
n)| + m (msinu— Ecosu) . 2... (28). 
Wo ® nach o strebt, da befindet sieh ein Tal. Reehts von der imaginären Achse 
(£>+ x) ist demnach überall da eine Talsohle, wo eos (o +n) = — 1 wird. Die (asymptotische) 


Achse der Talsohle ist der reellen Achse parallel und hat vom Ursprung den Abstand 

links von der imaginären Achse (£> - x) ist überall da eine Talsohle, wo cos (0  n)=-+ | 
wird. Die Achse der Talsohle ist auch der reellen Achse parallel und hat vom Ursprung 
den Abstand 


Die Lage der Talsohlen hängt demnach nur von o, nieht aber von u ab. 
Die Linien ?P==-0 sind Höhenlinien von der Höhe 1. 
In der Nähe der Achse des Imaginären (20) ist 
Pz msin —rsinosinn-+ (rcosocosn 
PD bleibt also endlich. Auf der imaginären Achse selbst (£=0) wächst P in Richtung 


wachsender n, wenn der imaginäre Teil m sin « des Index positiv, und in Richtung abnehmender 7, 
wenn er negativ ist. (Man achte etwa zunächst nur auf die Nullstellen von sin 7.) 


Ill. Lage der Pässe. Auf der Betragsfläche befinden sich Pässe an den Stellen 
an denen d ist. Daher ist 


‘ 


p 
sin, 


Wenn ein Paß nahe bei der imaginären Achse liegt (a>V), so ist auf ihm 
m 


Dagegen ist auf Pässen, die von der imaginären Achse weit entfernt sind (a> + x), 


m 
„=kola, . 0. (82). 


Nach (2) und (6) setzen wir 


rel = - - 
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Die Pfeile w*, z*, p® bilden ein Dreieck, und es ist 


m’sin2u-— r"sin2o ar 
m’cos2u - r’cos2o 
8? 
) . . (36). 
sin 2(u +0) sın?2(o -u) sın2(o+ 0) 
Auf Pässen, die in der Nähe der imaginären Achse liegen (@a—V), ist 
eos” 
und auf Pässen, die von ihr weit entfernt sind (a + x), ist 
Wenn r << m ist, gilt 
zm 
und wenn m r,s ist, gilt 
m’ 
Wenn # p wird, ist 
) 12) 
Wenn p und z gegeben sind und die Lage y des Passes gesucht ist, so hat man 
(43). 


Wenn m > r ist, wenn also die Zylinderfunktion aus ihrer Potenzreihe berechenbar ist, gilt 
demnach 


Im 


Wenn dagegen m <r ist, wenn also die Zylinderfunktion aus ihrer Hankelschen Reihe 
berechenbar ist, gilt - 
m & 
s1mie > „ c08 (0 — u) +k2n]l. . 2.20. (45). 
Zu jedem Wertepaar p und z gehört eine bestimmte Betragsfläche. Auf ihr finden sich 
unendlich viele Pässe. Sie liegen in zwei zur imaginären Achse parallelen und von ihr gleich 
weit entfernten Reihen in Abständen von 47. Die Lage der Pässe hängt nur von dem Ver- 
hältnis plz ab. Vor allem werden wir es mit den beiden Pässen zu tun haben, die dem 
Ursprung am nächsten liegen. Die Verbindungslinie ihrer Grundpunkte geht dureh den Ur- 
sprung und wird durch ihn- gehälftet. Wir bezeichnen die beiden Pässe daher als Paß und 
Gegenpaß. Ebenso ist es an den übrigen Punkten % 27 auf der imaginären Achse. 


IV. Höhe der Pässe. Während der Ort der Pässe nur von dem Verhältnis p/z abhängt, 
hängt die Höhe der Pässe von p und z einzeln ab. Auf dem Paß am Ort ©=y hat 2 den Wert 


\ 
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Die Höhe des Passes ıst Ah mit 


PD, 2acos u sin 2 
m bolla Hcos2Pp (47) 


insbesondere wenn der Paß nahe bei der imaginären Achse liegt (a >0), 


D, 


und wenn der Paß von der imaginären Achse weit entfernt ist (a> + x), 


_ 
(la u + u 
m 
A. 
| 


Wir werden weiterhin Indexe mit negativem reellem Teil ausschließen (cos u 0). Wenn 
sich dann ein Paß bei festem p durch Änderung von z von links nach rechts schiebt, so wird 
er dabei im allgemeinen immer niedriger werden. Nur in der Nähe der imaginären Achse 
wächst seine Höhe. In dem Grenzfall eines rein imaginären Index (cos « =0) bleibt ein Paß, 
der sich von links nach rechts schiebt, gleich hoch, wenn seine Bahn vom Ursprung um eine 
ganze Anzahl von rechten Winkeln entfernt ist (sin 2P%=0). Bei andern Abständen / ändert 
sich die Paßhöhe wenig, wenn tg 5 nicht groß ist. 

Auf der imaginären Achse wird bei festem Index p mit positivem imaginärem Teil 
jeder Paß unendlich hoch, der von größeren Werten her in einen Punkt = (k+05)7+0 
hineinrückt: bei festem Index p mit negativem imaginärem Teil, wenn er von kleineren 
Werten her in den Punkt 5 = (k +05) — VO hineinrückt. 

Da P,o)+ ist, so gilt für die Höhen h,h’ von Paß und Gegenpaß: hAh’=1. 
Es ist daher > h’, wenn h>1 ist, wenn also (y) ist. 

Der Logarithmus des Höhenverhältnisses zweier Pässe, die entweder beide links oder 
beide rechts von der imaginären Achse liegen und voneinander um k2r entfernt sind, ist 


Dieser Logarithmus ist demnach positiv oder negativ, je nachdem %k sin « positiv oder negativ ist. 


V. Die Phasenlinien. Durch jeden Punkt einer Betragsfläche geht im allgemeinen eine 
einzize Fall-Linie oder Phasenlinie Y’=konst. Nur über einen Paß laufen zwei sich senk- 
recht schneidende Phasenlinien, von denen die eine nach beiden Seiten hin fällt, die andere 
steigt. Wir unterscheiden sie als Fall-Linie und Steiglinie°*) Nur die Fall-Linien werden 
für uns von Bedeutung sein. Wenn die eine der beiden Phasenlinien die Fall-Linie für das 
Wertepaar p, z ist, so ist es die andere für das Wertepaar — p, — 2. Infolge der Beschränkung, 
die wir für p einführen werden, wird für uns im allgemeinen nur die eine der beiden Phasen- 
linien in Betracht kommen. 

Der Grundriß des Phasenlinienpaares am Gegenpaß entsteht durch Spiegelung am Ur- 
sprung. Das Spiegelbild der Fall-Linie des Passes ist die Steiglinie des Gegenpasses, und 
umgekehrt. 

Vom Paß aus läuft die Fall-Linie nach beiden Seiten hin in zwei verschiedene Täler. 
Auf die genaue Form der Fall-Linie als Integrationsweg wird es im folgenden nicht ankommen, 
sondern allein darauf, welche beiden Täler sie verbindet. Denn davon hängt ab, welche 
Zylinderfunktion durch das Paßintegral dargestellt wird. Wie wir im Abschnitt II gesehen 
haben, liegen die Talsohlen nieht vollkommen fest, sondern verschieben sich mit wachsendem 0 
auf der linken Seite nach dem Hintergrunde zu, auf der rechten Seite nach dem Vorder- 
erunde zu. 


Drei Täler sind für uns besonders wichtig: 


I. Rechts (£ >0), Talsohle bei 7 2 
III. Rechts (2 > 0), Talsohle bei 7 27 
2 +2 


5a) Für die von einem Paß ausgehende Fall-Linie und Steiglinie sind in der Differentialgeometrie die Bezeich- 
nungen Talweg und Kammweg gebräuehlich. Siehe Ene. math. Wiss., Geometrie, Bd. III, 3, Art.S von Lieb 
mann: Geometrische Theorie der Differentialgleichungen, S. 506 und 539, wo auf C. Jordan und auf R. Roth 
verwiesen wird, 
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Eine Phasenlinie kann Wendepunkte haben oder nicht. Wir sprechen dann von S-Form 
und von U-Form der Phasenlinie oder kürzer von S-Linien und U-Linien. Für die Phasen- 
linien, die über einen Paß laufen, gibt es drei Möglichkeiten: 


l. Die eine Phasenlinie hat S-Form, die andere U-Form (Bild 1). 
2. Beide Phasenlinien haben S-Form (Bild 2). 
3. Beide Phasenlinien haben U-Form (Bild 3). 


3- 


-27 


Bild 3. 


Bild 1. Eine S-Linie und eine U-Linie. = 0,75; 0 — 0,25 
rim =0,44.) Paß bei = 0,966; 3? 0,531. 


Bild 2. Zwei S-Linien. mir = 0,92,) 
Paß bei « 1,4509 0,693 
Bild 3. Zwei U-Linien. ("=1-; 0=05-; rim =0,44.) 
Bild 2. Paß bei 0,9665; 0,531 


Der letzte Fall kommt nur bei rein imaginärem Index vor. Kine U-Linie schneidet die 
imaginäre Achse entweder überhaupt nicht oder eine gerade Anzahl mal. Eine S-Linie 
verbindet zwei sich schräg gegenüberliegende Täler; welche, hängt davon ab, ob sie die 
reelle Achse überschreitet oder nieht (2n -+ I mal oder 2n mal). Stets hat eine der beiden 
Phasenlinien, die über einen von der imaginären Achse weit entfernten Paß laufen (a! > 1,2 rad), 
U-Form. Nur der imaginären Achse benachbarte Pässe (a| < 1,2rad) können zwei S-förmige 
Phasenlinien haben. Eine S-Linie kann in eine zur reellen Achse parallele Gerade ausarten. 


VI. Formgrenze. Nehmen wir an, ein Paß sei höher als sein Gegenpaß, und die über 
ihn laufende U-förmige Phasenlinie sei die Fall-Linie. Sie möge in mehr oder minder großer 
Entfernung, vom Paß aus gesehen, am Gegenpaß links vorbeilaufen, diesen also rechts liegen 
lassen. Wenn wir dann den Paß der imaginären Achse näher und näher rücken lassen, wobei 
er dauernd höher als sein Gegenpaß bleiben möge, so wird die Fall-Linie aus der U-Form in 
die S-Form übergehen und dann am Gegenpaß rechts vorbeilaufen. Bei stetiger Verschiebung 
des Passes wird der Zwischenfall eintreten, daß die Fall-Linie am Gegenpaß weder links, noch 
rechts vorbeiläuft, sondern über ihn weg geht. Sie wird dann für den Gegenpaß zur Steig- 
linie (Bild 16, 17, 18). Wir wollen sagen, die beiden Pässe lägen jetzt auf der Formgrenze. 
Unter der Formgrenze verstehen wir also den geometrischen Ort der Pässe, die eine 
Phasenlinie gemein haben. 


Die Gleichung einer Phasenlinie ist Y/=konst. Wenn man 
und 
setzt, so ist nach (la) 


—yE—ın 2 2 2.2.0. N). 


4 
J 
Bild 1. -2 
An 
| 
-4 
7+ 
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Die Gleichung einer Phasenlinie, die durch den Punkt geht, ist (a, ß). 
Wenn sich an dem (beweglichen) Punkt y-a@-+iP ein Paß befinden soll, so muß 


sein. Bei einer Verschiebung des Passes kann sich demnach sowohl p wie z ändern. Wenn 
p und z der Bedingung (52) genügen, liefert die Gleichung Y(£,17)= Ya, p) die beiden 
Phasenlinien, die über den Paß «a, laufen, sowohl die Fall-Linie, wie die Steiglinie. 

Wenn eine dieser beiden Phasenlinien auch über den Gegenpaß — a, — 5 laufen soll 


so muß die Gleichung dureh das Wertepaar & ZT ß erfüllt werden. Als Bedingung 
für a,ß, als Gleichung der Formgrenze ergibt sich daher 


Je nachdem man p und z vom Paßort y abhängig macht, erhält man verschiedene 
Formgrenzen, z. B. für konstantes o oder für konstantes «. Wir werden im folgenden an- 
nehmen, daß bei einer Verschiebung der Pässe p fest bleibe, also auch m, «,x,d. Dazu machen 
wir ersichtlich, wie sich dann z mit dem Paßort y ändert: 

p ip) 


IT Sof 
Diese Werte von = und y können wir in (51) eintragen. 
Kine Formgrenze für festes p geht mit drei Kurvenzweigen durch den Ursprung (Abb. 14). 
Die drei zugehörigen Tangenten schließen Winkel von 60° ein. Eine dieser Tangenten ist 
gegen die Halbachse der positiven «a um den Winkel — «/3 geneigt‘). 
Kine Formgrenze für festes p hat zu Asvmptoten die beiden Geraden 
le) . 


a)te n. 


Die «Achse gehört zur Formgrenze für u 0, die p-Achse zur Formgrenze für u +1 

Eine Formerenze braucht nicht immer S-Linien von U-Linien zu scheiden. Sie kann 
z. B. auch S-Linien, die nach oben abbiegen, von S-Linien, die nach unten abbiegen, scheiden 
(Bild 18). 

/u jedem Punkt y gehört ein bestimmter Wert von m/r=v» und von u 0-0. Es 
eibt nun für jeden Punkt y ein zwischen — I und +1 gelegenes « (und damit ein 0 = u —Ö), 
bei dem über dem Punkt y ein Grenzpaß steht. Dabei bleibt m noch beliebig wählbar 
(r m/w). Wie wir sehen werden, sind jedoch die vom Ursprung weit entfernten Grenzpässe 
für die Paßintegrale von untergeordneter Bedeutung. 

Ein Paß ist höher oder niedriger als sein Gegenpaß, je nachdem seine Höhe h=1 ist. 
Zwischen diesen beiden Arten von Pässen liegen die Pässe von der Höhe kR=1(P,=0). Ihr 
eeometrischer Ort heiße die Größengrenze. Die Formgrenze für « ıst zugleich die Größen- 
grenze für a 

Als Spiegelpunkt für Paß und Gegenpaß kann nieht nur der Ursprung auftreten, sondern 
jeder Punkt 7 = + #27 der imaginären Achse. Die Formgrenze für einen dieser Spiegel- 
punkte erhält man, wenn man die für den Ursprung gültige Formgrenze entlang der imaginären 
Achse verschiebt. Die schleifenförmigen Teile dieser verschobenen Formgrenze werden für 
uns kaum von Bedeutung sein, weil wir mit so weit entlegenen Pässen (|?) >27) nicht zu 
rechnen haben werden. Um so wichtiger sind für uns die Aste der verschobenen Formgrenze, 
die entlang Asvmptoten ins Unendliche laufen und den horizontalen Streifen 2 <p<+t2 
durehdringen. In diesem Intervall können die Kurvenäste genügend genau durch ihre Asymptoten 
ersetzt werden, so daß an Stelle der Kurvenäste näherungsweise eine Parallelenschar tritt. 
Liegt dann ein Paß zwischen zweien dieser parallelen Geraden, so läuft seine Fall-Linie nicht 
ins nächste gezenüberliegende Tal, sondern in das entsprechende weiter abliegende, und 
ebenso seine Steiglinie auf einen weiter abliegenden Berg. Die Asymptoten dieser Talsohlen 
und Bergkämme sind um + %4 verschoben. 

Wenn Paß und Gegenpaß auf der Formgrenze liegen, so bilden die über sie Jaufenden 
Fall-Linien einen T-förmigen Linienzug (Bild 16, 17, 18). In der Ecke des T liegt der niedrigere 
Paß, auf dem Vertikakstrich des T der höhere. Von der Ecke des T weg gerechnet, möge das 
Integral nach rechts a, nach links b und nach unten e heißen. Dann sei z. B. 


a—+b b-+-c a+tc=2)J. 


Denken wir uns bei den Paßintegralen die Integration auf einen nahe beim Paß liegenden 
Teil der Fall-Linie beschränkt. 


6), Die Formgrenzen für festes 2 gehen ebenso dureh den Ursprung. Denn im Ursprung ist o=«#. 


E 
| 
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Das Paßintegral über den in der Ecke gelegenen niedrigeren Paß kann dann ein Näherungswert 
für H' sein. Das Paßintegral über den auf dem Vertikalstrich gelegenen höheren Paß kann 
zunächst ein Näherungswert für e sein. Es ist dann zugleich ein Näherungswert für 2.J, 
wenn a klein gegen e ist. Und es ist dann ein Näherungswert für H?, wenn b klein gegen e ist. 

Wir fragen jetzt, wann zwei benachbarte Pässe, die auf derselben Seite der imaginären 
Achse liegen, durch eine Phasenlinie verbunden sind. Als Bedingung finden wir aus (51) 


der Index p muß rein imaginär sein. Für «pP ergibt sich keine Bedingung: Bei rein 
imaginärem Index p kann jeder Paß mit seinem periodischen Nachbar durch eine Phasenlinie 
verbunden sein und ist es wirklich, wenn die Phasenlinie U-Form hat. 


VII. Aussonderung der Steiglinien. Wenn von «den beiden Phasenlinien, die über einen 
Paß laufen, die eine die Fall-Linie für das Wertepaar p, 2 ist, so ist es 


die andere für das 
Wertepaar -p. —z. Nun kann man die Hankelschen Funktionen vom Index — p auf solche 
mit dem Index +p zurückführen’). Deswegen brauchen wir für «. nicht alle Winkel zwischen 
-2” und +27 zuzulassen, sondern dürfen und wollen « auf spitze und rechte Winkel be- 
schränken. Dann kann — p neben + p nur in dem Grenzfall eines rein imaginären Index 
auftreten. Im allgemeinen wird daher an einem festen Paß von den beiden Phasenlinien mit 
fest gegebenem Grundriß dann nur die eine die Fall-Linie sein können; die andere ist die 
Steiglinie. Es ergibt sich jetzt die Aufgabe, die Steiglinien auszuscheiden, so daß nur noch 
Fall-Linien übrigbleiben. Dadurch wird die Zahl der möglichen Fälle für den Lauf der 
Fall-Linien wesentlich eingeschränkt, was die weitere Untersuchung sehr erleichtern wird. 


-(2n+2)2 


p-ur7” 
p-7 
N . x Bild4 (links). Trennung der Fall-Linien von den Steiglinien. 
(Die Kurve ist die Formgrenze bei rein imaginärem Index.) 
S | Bild 5 (oben). Integrationswege für die Funktionen F,G, 


L, K. (u=o=0.) 
po 


Nach (5) läuft die Steiglinie über den Paß in Richtung des Pfeiles 
Die Steiglinientangente am Paß schließt demnach mit der Halbachse der positiven & 


den 
Winkel 5 ein (vgl. 6). 


°, Siehe z. B. R. Weyrieh: Zylinderfunktionen (Leipzig 197), S. 32, (8). 


ß 
-[2n-T)2 
p-2=P p-|u-27 _p-0 L 
N Mn 
| 
Ä 
0 p- +27 
ABBB. 
x 
| 
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Wir setzen Ctay=Ke-'* so daß 
Ccos#= Sina, 


wodurch der Winkel z eindeutig bestimmt ist’). Ferner nehmen wir zunächst den Index p 


als reell an («=0). Dann ist der Winkel der Steiglinientangente 5. Für einen kom- 
plexen Index p wird er >» - Die Fall-Linientangente, um die es uns ja allein zu 


tun ist, ist senkrecht zur Steiglinientangente. 
Der Winkel x hängt nur vom Paßort y ab. Man kann daher zunächst an jeder Stelle 


der y-Ebene eine kurze Strecke von der Richtung I + ,, zeichnen (Bild 4). Sie gibt die 


Richtung an, die die Fall-Linie am Paß bei reellem Index hat. 'Trägt man darauf nach beiden 
Seiten an diese Strecke einen Winkel von 0,5 an, so erhält man einen rechten Winkelraum 
(in dem Bild 4 schwarz), dureh den die Fall-Linie laufen muß. Die Steiglinie geht durch den 
weiß gelassenen Winkelraum. 

Ist die Lage y eines Passes gegeben, so ermöglicht es das Bild 4, sofort zu erkennen, 
welche der beiden Phasenlinien die Fall-Linie ist, und weiter, bei gegebenem zu vorauszusagen, 
in welcher (Doppel-) Riehtung die Fall-Linie über den Paß laufen wird. 

Durch o sind ferner die beiden Asymptoten der Fall-Linie bestimmt (26, 27), freilich 
nicht eindeutig. Aus diesen drei Angaben kann man oft schon erraten, wie etwa die Fall- 
Linie läuft. 


VIll. Die auf den verschiedenen Integrationswegen entstehenden Zylinderfunktionen. Bei 
der Sommerfeldschen Integraldarstellung der Zylinderfunktionen wird immer derselbe Inte- 
erand e@ benutzt. Die verschiedenen Zylinderfunktionen werden dadurch erhalten, daß auf 
verschiedenen Wegen integriert wird. Jeder Integrationsweg verbindet zwei verschiedene 
Täler. Seine sonstiee Gestalt ist ohne Einfluß auf den Integralwert. Gewöhnlich beschränkt 
man sich darauf, nur die Integrationswege in Betracht zu ziehen, die auf die gebräuchlichen 
Zylinderfunktionen 2J,, führen. (Den Index p werden wir oft weglassen, 
wenn er das positive Vorzeichen hat.) Jedoch wird es für das Folgende nützlich sein, zu 
wissen, welche Zylinderfunktionen auf andern Integrationswegen entstehen. 

In Bild 5 sind an verschiedene Integrationswege Buchstaben mit Zeigern geschrieben. 
Diese Buchstaben sollen das Integral bedeuten. das man auf dem bezeichneten Wege erhält. 
/;wischen diesen Integralen bestehen, wie man aus Bild 5 abliest, die Beziehungen: 


Die Funktionen F,, und @, lassen sich leicht durch die Hankelschen Funktionen aus- 

drücken. Man braucht dazu nur in ihrer Integraldarstellung (23) die Integrationsveränder- 
liche £ dureh © - i2 nz zu ersetzen und erhält so (n ganz) 


Bei reellem Index p haben diese Funktionen also denselben Betrag wie die Hankelschen 
Funktionen. Bei komplexem Index p=xr-+iy erhält der Betrag der Hankelschen Funk- 
tionen noch den Faktor e=?""d, Der Betrag von F,, @,„ wird also größer oder kleiner, je 
nachdem nd» negativ oder positiv Ist. 


Nimmt man zu (55) noch die Beziehungen’) 
hinzu, so erhält man 


Wenn wir jetzt dazu übergehen werden, zu untersuchen, welche Täler die über die 
Pässe laufenden Fall-Linien bei verschiedener Lage der Pässe verbinden, so wird es im ein- 
fachsten Fall so sein, «aß die Fall-Linien, die über die beiden Hauptpässe laufen, unmittelbar 
zwei der vier Funktionen F, @, L, K liefern werden. Aus den Beziehungen (55) ergeben sich 
dann die beiden noch fehlenden und nach (56) und (585) die gebräuchlichen Zylinderfunktionen. 
Zur Bequemlichkeit seien die dazu nötigen Formeln zusammengestellt: 


sS) Siehe R. Hawelka: Vierstellige Tafeln der Kreis- und Hyperbelfunktionen im Komplexen, 1931 beim Elektro- 
teehnisehen Verein, Berlin-Charlottenburg 4, Bismarckstr. 33 IL, S. 106, Abb. 10: oder Jahnke-Emde: Funktionentafeln, 
1933. S. 65, Abb. 24. 

9) Siehe z. B. R. Weyrieh: Zylinderfunktionen (Leipzig 1937), S. 31, (4). 
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RK 


Ip ( (1 „) N Ip(n +1) ( Ku 10,5 — il pn (9), 
Ipn (1, tpn(],, | (1,9 Fu 1) -pien ) sin p 1 60), 


Wu -0,5 +2 isin 

Als Beispiel werde J,(iy) bei reellem p und % auf dreierlei Weise durch die asym- 

ptotischen Werte der Paßintegrale dargestellt. Für das Integral über den Paß am Ort 
y=a+tip gilt asymptotisch: 


.) 
wer 


Wir wollen annehmen, es sei y°_p und daher «a groß: 


2m 
und 
I. Wir setzen p=i" m, also u=0, und bekommen 
/ L 
2. Wir setzen p=i’ m, also «—=2 , und bekommen 
Ks | e 
0,5 in 
3. Wir setzen p=i "m, also u 2, und bekommen 
Ih Inliy) | m 
Die drei Ansätze ergeben übereinstimmend 
Juliy) | nm > 19). 
y2ram 2 am \2m, 


Denselben Wert erhalten wir aus dem ersten Glied der Potenzreihe für J,(iy), wenn wir 
darin für p! den Stirlingschen Näherungswert einsetzen. 


IX. Vorzeichen von | Nach (2) und (6) istam Paß (a>O)pIay= w=si Am Gegen- 


) 


paß (a< 0) ist dann p Tal y): w=st "£?, In dem asymptotischen Ausdruck (22) für das 


Paßintegral tritt der Nenner Yw auf. Am Paß kann der Pfeil I/y se die Richtung oder die 


.) 


entgegengesetzte, + 2° haben, und am Gegenpaß der Pfeil 1/y - w die Richtung , + 1 oder 


die entgegengesetzte „ 1. Welcher der beiden möglichen Winkel ist in den Ausdruck (22) für 


das Paßintegral einzusetzen? Anders ausgedrückt: Welches Vorzeichen erhält das Paßintegral” 
Bei der Herleitung des Ausdrucks (22) ist nach (6) angenommen worden, daß bei der 


Integration entlang der Fall-Linie der Paß in der Riehtung 9° 5 1 überschritten wird, 
nicht in der entgegengesetzten „+1. Denn nach (9) ist dieht am Paß 9 = S. Durch (2) 


und (6) ist Jedoch o nur bis auf Vielfache von 4° bestimmt, also nur bis auf Vielfache 


von 2°, Mit welchem Richtungssinn der Paß überschritten wird, bleibt daher tatsächlich 
noch unentschieden. Es wird nur festgesetzt, daß, wenn der Paß mit dem Richtungssinn q 


| 
überschritten wird, „den Wert 7-+17, nicht 9 — 1 haben soll. 


Wir nehmen versuchsweise an, + ,„ Sei ein spitzer Winkel. Dann können wir unsre 
Frage so fassen: Soll der Paß in derRichtung 1 oder — +1 überschritten werden 
. Ö Ö 
und der Gegenpaß (a < 0) in der Riehtung oder +2? 
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Die Antwort hängt davon ab, welche Zylinderfunktion durch das Paßintegral dargestellt 
werden soll. Durch die Gestalt der Fall-Linie wird die Funktion nur ihrem Betrage nach 
bestimmt. In welehem Sinn die Fall-Linie bei der Integration zu durchlaufen ist, hängt von 
der Definition der dargestellten Zylinderfunktion ab. Bei den Funktionen 2 J+, wirdg = — 17, 
nicht sein: bei wird 9 + 2°, nieht 0 sein, umgekehrt bei Sobald man 
weiß, welehe Funktion durch das Paßintegral dargestellt wird, kann man also sofort erkennen, 
welcher von den beiden jeweils in Frage stehenden Werten für g zu wählen ist. 

Die Durehgangsrichtung am Gegenpaß ist senkrecht zur Durchgangsriehtung am Paß. 
Der Durchgangssinn am Gegenpaß ist jedoch nieht sehon mit dem Durchgangssinn am Paß 
mitbestimmt. Wenn beispielsweise am Paß die Funktion 2 J/, dargestellt wird und daher 
> 1 ist, so bleibt es noch offen, ob_am Gegenpaß die Funktion H' dargestellt wird, 


so daß > wird, oder die Funktion so daß 20 wird. Tritt in (22) am Paß der 


Winkel 


auf, so tritt am Gegenpaß manchmal der Winkel „+1 auf, manchmal der 


Winkel 

Wenn am Paß (a >0) die Durehgangsriehtung 9 ist, so wird es bequem sein, unter o 
den Winkel 29 -+2° (nieht 29 - 27) zu verstehen. Dieser kann auch mehr als 4 betragen. 

X. Rein imaginärer Index. Die vorangehenden Vorbereitungen befähigen uns, die große 
Mannigfaltigrkeit von Fall-Linien zu überblicken, die bei komplexem Argument und Index 
vorkommen. Es empfiehlt sieh, zunächst den Fall eines rein imaginären Index für sich allein 
zu behandeln. Er ist für uns ein Grenzfall und weist überdies Besonderheiten auf. Bei rein 
imaginärem Index ist die Formgrenze dieselbe Kurve, die bei reellem Index die Größengrenze 
bildet, und umgekehrt. Punkte der Formgrenze bei rein imaginärem Index werden dureh 
die folgenden Zahlenpaare gegeben: 

a 0.000000 0.168927 0317087 0435017 05531157 060957 


B 0,0 03 0.4 
ad 0,763 74 
B=06 0,7 0,8 0,0 1,0 
Die imaginäre Achse ıst als Bestandteil der Formgrenze anzusehen. 
Wir beginnen mit einem positiv imaginären Index. Es sei also «+1. Die Höhe 


der Pässe, die in nieht zu kleinem Abstand links und rechts von der imaginären Achse liegen, 
wächst bei festem p= +im und festem z=- rei? nach dem Hintergrunde zu. Die Betrags- 
läche hat im großen ganzen ein Gefälle nach dem Vordergrunde zu. 

Bild 6 zeigt die Größengrenze und die Formerenze, ferner Pässe, die auf der Form- 
grenze liegen, und die über sie laufenden Fall-Linien, nämlich erstens für 0 = 0 (ausgezogen), 
zweitens für o—= 2° (gestrichelt), also für positives und für negatives reelles Argument 2=«. 
Die Fall-Linien bilden ein Gitter. An diesem Gitter kann man erkennen, welche Gestalt die 
Fall-Linien annehmen werden, wenn die Pässe von der Formgrenze ein wenig wegrücken. 


7 
£-* 7-27 0-0 


-47 p-+2” 
Pi 
= | 
3-7, 
Bild 6 Paß auf der Formgrenze. 4 + 17: ausgezogen: Bild 7. Fall-Linien bei rein imaginärem Index: u > 
0; gestrichelt: Pässe bei = + 0,764. Pässe bei «= + 0,637 und bei e= + 1,27% 


Der Winkel r wird erklärt dureh ti!'="Tgy. 


Ö 
mu 
7 
177 
X 
% N ® 
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Die Fall-Linien über die innerhalb der Formgrenze gelegenen Pässe haben S-Form 
(Bild 7). Die zugehörigen Paßintegrale stellen Hankelsche Funktionen dar, und zwar H', 
wenn der Paß oberhalb der reellen Achse liegt (</p<27), und H?, wenn der Paß unter- 
halb der reellen Achse liegt (—- 27 <P<V) Innerhalb der Größengrenze hat 11° einen 
größern Betrag als 

Wenn ein Paß außerhalb der Formgrenze liegt, so hat die über ıhn laufende Fall- 
Linie U-Form (Bild 7). Auf der rechten Seite stellt das Paßintegral die Funktion 1, = 2.J, 
dar, auf der linken Seite die Funktion K,,= "2. p=e"m2.J_im. Damit sind wir un- 
versehens zu einer Funktion mit negativ imaginärem Index gelangt. Wenn o< 17 ist, hat 
;m einen kleineren Betrag als 

Wie man in Bild 7 sieht, läuft jede U-Linie bis zum nächsten auf derselben Seite ge- 
legxenen Paß und bekommt hier einen Knick. Zum Paßintegral trägt aber dieser Paß nur 
verschwindend wenig bei, wenn m nicht klein ist. 

Ersichtlich bilden die auf der imaginären Achse gelegenen Pässe einen Sonder- 
fall (o=1, wenn I<p<+YV7 ist). Die imaginäre Achse gehört ja zur Formgrenze. 
Bild 7 zeigt drei solche Pässe. Der erste <P<H) gibt als Paßintegral die Funktion I. 
Der zweite (-1 <P<O) er ist der höchste gibt als Paßintegral 


der dritte (- 4° <P< gibt als Paßintegral die Funktion 


Welehe Funktionen werden nun durch die Paßintegrale dargestellt, wenn die Pässe auf der 
Formgrenze liegen? Die vier Pässe von Bild 6 ergeben der Reihe nach die vier Funktionen 


2 1 2 
und zwar sowohl bei dem ausgezogenen, wie bei dem gestrichelten Linienzug. 


Wenn wir von einem positiv imaginären zu einem negativ imaginären Index p im 
übergehen, so erhalten wir das zugehörige Bild 8, indem wir in Bild 7 den Vordergrund mit 
dem Hintergrund vertauschen (die Riehtung der imaginären Achse umkehren). Jetzt geht es 
nach dem Hintergrunde zu abwärts. Nach dem, was wir über Bild 7 gesagt haben, kann 
man von dem neuen Bild S das Entsprechende ablesen. An Stelle der Funktion XA,,, tritt 
die Funktion K_,,;- 


Wir wollen noch die asymptotischen Werte der Paßintegrale für den Fall anschreiben, 
daß mr ist (Paß weit entfernt von der imaginären Achse). Für y=-+im ergibt sich 


(Durchgangsriehtung rechts 1 = —05 I ,lınks +05 | 
ima 
>) im »+ilo Hl 
| 
und für p - im (Durchgangsriehtung rechts 


+0,57 — 17, links —05 


/ im A il „+te)—1 
m 
1 / \ 
0,5 imn TEL / 
und daraus übereinstimmend für unbeschränk- > 
tes (reelles) o 
+im(rel?) 
| 
Bild s. Fall-Linien bei rein imaginärem Index: 
. (62). Pässe bei + 0,637 und bei + 1,973 


7 
7 
) 
/ 
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Diesen Ausdruck erhält man auch aus dem ersten Gliede der Potenzreihe für J,(z). Hieraus 
kann man die Hankelschen Funktionen berechnen '") und findet 


1 1 \ 
H,,„(re'®) =Hz;m (retv)etmn .2%ın Im 1) 


Im Gegenfall r >> m erhält man als erste Näherung das erste Glied der Hankelschen 
Reihe. Wenn z in die Nähe von p= + im kommt, muß man darauf achten, daß s >6 und 
s >25 m?” bleibt. Sonst wird die Annäherung an den Funktionswert schlecht. 

Die Darstellung aller Zylinderfunktionen durch J, und durch J_„ kann hier nicht ver- 
sagen. Denn nur wenn p eine reelle ganze Zahl wird, verlieren diese beiden Funktionen 
ihre Unabhängigkeit. 

Wir stellen zusammen: Es sei p = + im rein imaginär. 


l. Die Fall-Limen über Pässe, die innerhalb der Formgrenze liegen, haben S-Form. 
Die Paßintegrale stellen Hankelsche Funktionen dar und zwar 


a) /1', wenn der Paß oberhalb der reellen Achse liegt; 
b) //°, wenn er unterhalb liegt. 


Il. Die Fall-Linien über Pässe, die außerhalb der Formgrenze liegen, haben U-Form. 
Die Paßintegrale stellen Besselsche Funktionen dar und zwar 


a) 2./,, wenn der Paß auf der rechten Seite liegt; 
b) K+o5, wenn der Paß auf der linken Seite liegt, nämlich 


I. J_„=e-"m2J_im für p=+tim, 


X1. Beliebiger komplexer Index. Die Untersuchung der Fall-Linien und der Paßintegrale 
wird erleichtert, wenn wir 1 beschränken und als äußerste Werte + 1 zulassen. Es ist nicht 
schwer, über diese Grenzen hinauszugehen, wenn es später einmal erwünscht sein sollte. Im 
vorigen Abschnitt haben wir jene beiden Grenzfälle untersucht. Sind wir dadurch in den 
Stand gesetzt, den allgemeinen Lauf der Fall-Linien mit Sicherheit vorauszusehen, wenn u 


irgend einen Wert zwischen - 1 und +1 hat? Wir betrachten dazu einige Abbildungen, 
von denen jede uns die drei Fall-Linien über einen ortsfesten Paß für u= - 17,0,+1 
zeiet (plz  konst.). Die Verhältnisse sind verschieden, je nachdem der Paß links oder rechts 


von der imaginären Achse und je nachdem er innerhalb oder außerhalb der Formgrenze für 


u +1 liegt. 


ZN 
8 
Bild Im. Bild 11. 


Bild 9. Paß rechts außerhalb der Formgrenze für «= +17 (bei «e=N,6377). 


7 { rim 1,648, 


Bild 10. Paß auf der imaginären Achse. 4,50. 


Bild 11. Paß links innerhalb der Formgrenze für +17 (bei «= — 1,6577). 


rim =0,851. 


Bild d. 


10, Wevrieh: Zvlinderfunktionen, 8. (>). 


n 
n 
3-1 = 
A y2 
2 
h 
\ 
2 7. x 
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1. Bild 9 zeigt die Fall-Linien über einen Paß, der auf der rechten Seite außerhalb 

der Formgrenze liegt. Wie man sieht, müssen alle Fall-Linien über diesen Paß für 

I7< u.<+17 U-Form haben. Folglich stellen die Integrale über solche Pässe immer die 
Funktion 2.J, dar. 


2. Bild 10 zeigt einen Paß, der auf der imaginären Achse liegt, und Abb. 11 einen 
Paß, der auf der linken Seite innerhalb der Formgrenze liegt. In beiden Fällen werden 
die Fall-Linien stets S-förmig sein. Die Paßintegrale stellen die Funktion H' oder H? dar, 
je nachdem der Paß oberhalb der reellen Achse liegt (0 < < 27) oder unterhalb (- 27 


3. Bild 12 zeigt einen Paß, der auf der reehten Seite innerhalb der Formgrenze 
für a= +1 liegt. Hier gibt es zwei Möglichkeiten, je nachdem dieser Paß innerhalb oder 
außerhalb der Formgrenze für das gerade vorliegende u liegt. Liegt er innerhalb dieser 
Grenze, so ist die Fall-Linie S-förmig; liegt er außerhalb, so ist sie U-förmig. 


t. Bild 13 zeigt einen Paß, der auf der linken Seite außerhalb der Formgrenze 
für a—= +1 liegt. Alle Fall-Linien über einen solchen Paß haben S-Form. Dennoch steht 
die Bedeutung des Paßintegrals damit noch nicht fest. Denn die Fall-Linie kann durch jedes 
Tal der rechten Seite ins Unendliche laufen. Nur dieser eine Fall muß noch eingehender 
untersucht werden. 


Bild 1? (oben). Paß rechts innerhalb der Formgrenze für 
(bei «=0,67—-). 1 —o=—1-; rim = 0,851. 


Bild 13 (rechts). Paß links außerhalb der Formgrenze für 
(bei« 1,6377). rim = 0,648, 


Als Beispiel wählen wir dazu u +05, also p=myi. Die Formgrenze (Bild 14 
und 15) besteht hier aus zwei schiefen Schleifen (S-Form) und einem unter + 1,5 nach links 
oben und einem unter —-0,5 nach rechts unten ins Unendliche laufenden Ast. Wenn Paß 
und Gegenpaß auf der Schleife liegen (Bild 16 und 17), so scheiden sich an ihmen S-förmige 
(H-Funktionen darstellende) Fall-Linien von U-förmigen (die Funktion 2,J, darstellenden). 
Wenn dagegen Paß und Gegenpaß auf den ins Unendliche laufenden Ästen liegen (Bild 18). 
so scheiden sich an ihnen die S-förmigen Fall-Linien des Gegenpasses in nach oben und nach 
unten abbiegende. Weiterhin werden wir uns nur noch mit dem letzten Fall zu beschäftigen 
haben. 


Doch haben wir die Formgrenze nieht nur am Ursprung zu betrachten, sondern wir 
müssen sie auch noch nach den Punkten — 27, — 4, -6°,... der imaginären Achse ver- 
schieben. Die schleifenförmigen Teile dieser verschobenen Formgrenzen brauchen wir nicht 
zu beachten, weil wir so weit unten gelegene Pässe nicht in Betracht ziehen. Aber die nach 
links oben ins Unendliche laufenden Äste durchdringen dann den Halbstreifen (a< 0, 

27 <P<2T) und teilen ihn in schräge Gassen ein (Bild 19). Liegt ein Paß in der Gasse I, 
so mündet die über ihn laufende Fall-Linie rechts in das Tal bei „=2”" —o. Das Paßintegral 
stellt die Funktion 7! dar. Wenn der Paß in der Gasse II liegt, mündet die Fall-Linie 
rechts in das Tal bei „= — 27" — o. Das Paßintegral stellt die Funktion H? dar. Wenn der 
Paß in der Gasse III liegt, so mündet die Fall-Linie rechts in das Tal bei „= —6 0. 
Das Paßintegral stellt die Funktion H’+ L, dar. Und so geht es unaufhörlich weiter, wenn 
sich der Paß immer mehr von der imaginären Achse nach links entfernt. Liegt er in der 
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Bild 15. m/r als Funktion von 0 auf der Formgrenze für 


Bild 14. Formgrenze für 


Bild 16. Pässe auf dem ersten Zweig der Formgrenze 
für 0,9 + 0,430; + 0,740). 0 0,097 
=0,830. Spaltung in S-Linie und U-Linie. 


Bild 17. Pässe auf dem zweiten Zweig der Formgrenze 
fiir (bei « + 0,117 2 + 0,690 )- + 0,684; 


rim 0,554. Spaltung in U-Linie und S-Linie. 


>- | 
£ 
Ss 
Bild 19. Pässe links außerhalb der Formgrenze für v = 0,5, 
r 
y m 
0,799 + 0,992" + 1,08 0,98 
1,448 1,0 
1.533 1,495 90 0,18 
Bild IS. Pässe auf dem dritten Zweig der Formgrenze 2 + 0,505 + 1,0 BR 
für (bei a—=F 1,2737; 3= + 0647). 0= 1,187; 1,495 1,0 
0,273. Spaltung in zwei S-Linien. 2,865 2,00 1,5 0222 
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Paßintegral stellt die Funktion 


dar, asymptotisch aber einfach die Funktion 71°. Ein linker Paß liegt in der n-ten Gasse, 
wenn —az/i>r und 
Dtigu—p 


JT 


(A 
n<2+ 
ist. Liegt der Paß nahe an der imaginären Achse (etwa - a<rz), so muß man die Asymptote 
durch die Formgrenze selbst ersetzen, so daß in der vorangehenden Ungleichung links statt » 
ein kleinerer Wert tritt. 


Die Formgrenzen für die Spiegelpunkte —6 ,... können wir in dem Streifen 
27 <P<+27 genügend genau durch ihre Asymptoten ersetzen. 


Wir können jetzt bei jeder Lage des Passes voraussehen, welche Täler die über ıhn 
laufende Fall-Linie verbindet, und daher auch, welche Zylinderfunktion durch das Paßintegral 
dargestellt wird. 


So ist es, wenn der Index p einen positiv imaginären Teil hat. Wenn er einen negativ 
imaginären Teil hat, so tauschen der Vordergrund und der Hintergrund von Bild 19 ihre 
Rollen. Die Fläche senkt sich nicht nach dem Vordergrund, sondern nach dem Hintergrunde zu. 


Wir stellen zusammen: Es sei p= met", - I <u<+1”. 


I. Liegt der Paß rechts außerhalb der Formgrenze, so hat die über ihn laufende 
Fall-Linie U-Form. Das Paßintegral stellt die Funktion 2.J dar. 


II. Wenn der Paß entweder innerhalb oder links außerhalb der Formgrenze liegt, so 
hat die über ihn laufende Fall-Linie S-Form. Das Paßintegral stellt eine Hankelsche Funk- 
tion dar (unter Umständen mit kleinen Zuschlägen); welche, hängt davon ab, in welcher 
schrägen Gasse der Paß liegt. 


- 


Ein Zahlenbeispiel: Es sei 2= 1005 und p=1W%0i”. Dann ist 
w— + 10i?, Siny=+ti ° 


Da Sinasinp negativ und - 27° <P<2" ist, so haben a und 5 verschiedene Vorzeichen. 
Vom Ursprung aus liegt der Paß rechts unten, der Gegenpaß links oben. Am Paß ist 


2 
Siny=i °, 0: 30°, iSin2y=2, 
und am Gegenpaß 
7 
Siny=it, v—=10#?, o= — 210°, iSin2y 2, 
demnach an beiden cos2 P=0 oder P= Ferner ist am Paß i (also 


Amp2a=60°. Daraus 


—0,658479 — i.0,785.398. 

Die Integrationsrichtung ist am Paß entweder +75" oder - 105°, am Gegenpaß ent- 
weder — 15° oder — 195°. Am Gegenpaß erhält man zweifellos die Funktion /1'. Daher ist 
die Integrationsriehtung — 195° und „= — 105° (nieht = + 75°). 

Am Paß müssen wir die Formgrenze zur Entscheidung heranzieben. Die Formgrenze 
für a=60° schneidet die horizontale Gerade = —- 0,5 ungefähr in den folgenden drei 
Punkten (Bild 14 und 20): 


a,=-0,Wrad= 04573; +0,07; +0,57 


Unser a liegt zwischen «a, und a,. Die Fall-Linie wird U-förmie. Das Integral stellt die 
2 3 > > 


Funktion 2.J dar, die Integrationsrichtung am Paß ist — 105" und „= — 15" (nieht = + 165°). 


Gasse mit der Nummer », so mündet die Fall-Linie in das Tal bei „= —2n)? o. Das 
> 
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} 4 + + + N 4 + + + 4 | | 
+ + + + + + + + + + + + + + 


-70° -05" 0 05° 
5 


Bild 20. Schnitt der Geraden 


3==0,57 mit den Formgrenzen 
für festes 


Mit 86,602540 und b=50 wird am Paß w=a+tib und p=b-+tia. Aus 
() P,+iV,=w- py folgt dann 


P,=a | | — ha 14.3359 rad: 


aa + 322439 rad = 2052717 oder 0,5271 


und 03604. Ferner ist e=14#9 — 0,5925. 107° und — (079788. Daher 
7 


schließhieh 
Paßintegral 0,4727: 10 7.709601 2 (100 


| 2 
Gegenpaßintegral 1.1667 @14,3389 — 0,9271 
JT 


2 
— 1.3466 - 10° . 57-1698 — Hoi? :) (100 2). 


Der Vereleieh mit der Watsonschen Formel ist lehrreieh. Sıe lautet: 


Paßintegral e "dit, 


+») 
N 
In unserm Beispiel ist ‚also groß geren „,. Daher kann man die Funk- 
+) 


tion © hier aus ihrer Hankelschen Reihe berechnen. Beschränkt man sich auf das erste 
Glied dieser Reihe, so ergibt die Watsonsche Formel genau das erste Glied der Debyeschen 
Reihe. Die Watsonsche Formel bietet also vor der Debyeschen Reihe nur dann einen 
Vorteil, wenn Ö nieht aus seiner Hankelschen Reihe berechenbar ist, d. h. wenn 9 nicht 
groß gegen 1/3 ist. Dann muß D aus seiner Potenzreihe berechnet werden. 

In unserm Beispiel ist # == m. Daher ist darauf die Hankelsche Reihe nieht anwend- 
bar. In dieser ist der reelle Teil des Exponenten 


JT 
136,03 — 100 = 36,03 statt 14,34. 


Man würde also nicht einmal die Größenordnung richtig bekommen. 
Setzt man in (19) und (22) A? w/3#, so nimmt die Klammer in (22) die Form an 


| 13, 3 
und man erkennt, daß die Debvesche Reihe nur dann brauchbar ist, wenn nicht nur w, 


sondern auch f groß genug ist. 
Den Herren Siegfried Kerridge und Erich Heidelbauer danke ich für Rechen- 
und Zeichenhilfe. SSS 
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KLEINE MITTEILUNGEN 


Unmittelbare zeichnerische Integration 
der Gleichung —/ (.r). 

I. Die Integration. / (r)sei für ner ge- 
zeichnet gegeben. Wir wollen das zweite Integral 


X 
| 


. U) 
Xo Xo 
konstruieren, ohne ein erstes Integral von /(r) zu 
zeichnen. Das wird mindestens so einfach sein wie 
die bekannte Konstruktion des ersten Integrals. 

Wir teilen die Strecke (r,.2, +1) in n Teile, die 
nicht gleich zu sein brauchen im Bild in zwei 
gleiche Teile —, jeden davon wieder in zwei gleiche 
Teile. Zu den so erhaltenen Teilungspunkten .,, 
zeichnen wir auch die Punkte 
”,—+1,... und die durch alle diese Punkte gehenden 
Ordinaten!). Nun ist 

Xo 
Die Tangenten der Kurve (x) an den Stellen , 
und .r, schneiden einander ungefähr bei .r,. Wegen 
(2) schneiden sie also auf der Geraden r=r, +1 
näherungsweise die Strecke 


1 
ab — im Bild 1 die Strecke , /(r,). Damit kann 


die Tangente von (x) bei x, näherungsweise ge- 
zeichnet werden. Nun treten x, und ‚, an die 


Bild 1. 


Stellen von .r, und r, usw. So erhalten wir ein 
die Kurve (x) in den Punkten P,. Ps.... nähe- 
rungsweise berührendes Polygon. 

Wir wollen den Fehler dieser Näherung abschätzen. 
Der Einfachheit halber wollen wir dabei gleiche 
Teilstreeken voraussetzen. und zwar Sei 
— fm =h. Dann liefert unsere Konstruktion in 
den Richtungen der Polygonseiten Näherungswerte 
für Y’,,, und zwar erhalten wir 


also 


Mithin haben wir die erste Integration von f(r) 
nach der Tangententrapezformel mit der 
Schrittlänge 2A ausgeführt. Für die Kurve y(r) 
selbst liefert unser Polygon 


d. h. wir haben die zweite Integration nach der 


Sehnentrapezformel mit der Schrittlänge 2% 
ausgeführt. Nun ist der Fehler der Tangenten- 


(6): 


ı) Natürlich kann man mit geringfügiger Änderung 
statt der Einheit auch jede andere Strecke nehmen. 


trapezformel?), wenn M, eine obere Schranke der 
zweiten Ableitung der zu integrierenden Funktion 
im Integrationsintervall bedeutet. in einem Schritt 
von der Länge 2h 
1 
der Fehler der Sehnentrapezformel 
— h®’M.. 
3 
Abgesehen von der Ungenauizkeit des Zeiechnens 
hat also Yo}; einen Fehler von absolut genommen 


h’M,, 


höchstens 
3 


hat also einen Fehler von absolut 


M,#°®. 


genommen höchstens 
k 
3 
wo M, eine obere Schranke von 7’(Gr) | ist. Der 
Fehler von Y%,, ist also dem absoluten Betrag nach 
höchstens 


| 


n 
+) 
\ k+ n h® M, 


2 | n(n 


(Mad 


| 


h? | 


La, 


m. 
3 4 
wo 2nh=L gesetzt ist. 

Die Näherung ist also von der Ordnung 2 (in A). 
Daß auch ZL in zweiter Ordnung auftritt, kommt 
von der zweimaligen Interration und ist für die 
näherungsweise Integration von  Differential- 
gleichungen 2-ter Ordnung überhaupt naturgemäß. 

Das Näherungspolygon P,.Pı..... verbessert man 
meist zweckmäßig mit dem von mir eingeführten 
Schleppkurvenzeichner®). Man braucht dazu nur 
von Pak in der Richtung P»r P2r +1 den Schlepp- 
abstand Z aufzutragen (k==0,1,2,....). die erhaltenen 
Endpunkte @Q2xr durch eine Kurve M nach dem 
(Gefühl möglichst glatt zu verbinden und von dieser 
mit dem Sehleppkurvenzeiehner die Schleppkurve 
durch P, mit dem Schleppabstand Z zu zeichnen. 
Das ist muy eine Anwendung der a. a. 0. dargelegten 
Schleppeniteration auf die zweite der obigen 
Integrationen. 

Mit Hilfe von M läßt sich zu jedem Punkt (r, y (x)) 
"die Tangentenrichtung unmittelbar und ziemlich 
genau finden, so daß unsere Zeichnung auch y’ (x) 
enthält. 


I. Anwendungen. a) Schwerpunktbestim- 
mung?). Bedeutet /(.r) eine auf einem waagrechten 
Balken liegende kontinuierlich verteilte Last, be- 
zogen auf die laufende Längeneinheit des Balkens. 
dann gilt bekanntlich für die zugehörige Momenten- 
linie M 

} (r). 
®, Vgl. Fr. A. Willers: Metnoden der praktischen 


Analysis, 1928, S. 1?Sf. R. Courant: Vorlesungen über 
Differential- und Integralreehnung I, 2. Aufl. 1930, S. 277, 280. 


3) Siehe ZAMM 15 (1955), S. 238 bis 242 und für den Kon-' 


vergenzbeweis Monatsh. f. Math. Phys. 39 (1932), S. 15 bis 
50, 41 (1934), S. 384 bis 391. 

#4), Nehls: Graphische Integration, Leipzig 1885, S. 57. — 
Vgl. etwa Fr. A, Willers: Graphische Integration, 1920, 
S. 36 bis 41, oder Willers: Methoden der praktischen 
Analysis, S. 119 f., oder R. Mehmke: Leitfaden zum 
graphischen Reehnen, 1924, S. 162 f. 


d, 
lg, | 
\ 
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Die Tanzenten der Kurve M(r) an zwei Stellen 


aund schneiden einander in einem Punkt 
S, dessen Abszisse auch die Abszisse des Schwer- 
h 
punkts der Fläche ist. 


Da die gezeirte Konstruktion die Tangenten an 


(ir). besonders bei Verwendung der Sehleppe. 
seharf liefert. eignet sie sich sehr gut zur Auf- 


suchung von Schwerpunkten. Außerdem liefert sie 


h 
f(r)dr WM’ (b) M' (a). 
b) Interration der Gleiehungren 
fir, Ist r) eine Näherungslösung der 


Gleichung 
y"= 


mit den Anfangesbedinzungen y(r,) = Yo, 


dann kann man mit der gezeirten Konstruktion 
von (1) nach der bekannten Formel 


sehr bequem eine bessere Näherung finden. 
Zusatz bei der Korrektur: Sehr verwandt mit der 
hier zezeieten Konstruktion ist die von Gümbel, 
Die graphische Lösung von Differentialgleichungen 
zweiter Ordnune in Anwendunze auf die Schwin- 
euneslehre. Z.VDI Bd. 63 (1919). S. 771/778 und 
802/807, wo das zweite Integral als Seilpolygon 


konstruiert wird. Auf die Arbeit sei besonders 
weren der Durehführung vieler Beispiele nach- 
ddrücklieh hingewiesen. Vgl. auch Schwaiger. 


d. 4 (1916). 8. 


Arch. Elektroteehn. 
Innsbruck. l.. Vietoris. 966 
Die Schleppe als Planimeter. |ie von 


mir eingeführte Schleppe') kann als Gerät zum 
Zeichnen von Schleppkurven genau wie das Prytz- 


sche Sehneidenplanimeter?) zum Messen ebener 
Flächen verwendet werden. Sie unterscheidet sich 
vom Schneidenplanimeter dadurch, daß sie die 


Schleppkurve, nieht wie das Schneidenplanimeter 
bloß «durehfährt. sondern zeichnet, und daß ihr 
Schleppabstand. wenigstens für die gewöhnlichen 
Ausführunesformen beider Geräte, kleiner als der 
des Sehneidenplanimeters ist. Das gibt die Möglich- 
keit. dureh eine etwas andere Art des Verfahrens 
mit der Schleppe eine größere Genauigkeit zu er- 
zielen. 

Die von der geschlossenen Linie Z, umschlossene 
Fläche 7, sei zu bestimmen (Bild 1). Aus der 
l,ehre vom Sehneidenplanimeter entnehmen wir: 
Wenn wir die Sehleppe mit dem Striehkreuz S in 
einem Punkt DB, von L, einsetzen und dann so 
schleppen, dab S L, etwa im Sinn entgegen dem 
Uhrzeieer bis wieder nach B, gerade einmal dureh- 
läuft, dann zeichnet der Zeichenstift Z der Schleppe 
eine Sehleppkurve L,* von L, im Abstand /. Ihr 
Anfangspunkt heiße Ay: ihr Endpunkt A, ist von 


Bild l. 


I, Monatsh. f. Math. u. Phys. 41 (19934), S. 384 bis 390 und 
ZAMM 15 (1935), S. 238 bis 242. 

2?) Näheres etwa bei Fr. A. Willers: Mathematische 
Instrumente. S. Göschen 922 (1926), S. 82 bis 85, Jordan- 
Exrgert: Handbuch der Vermessungskunde 1951, IL 1, 
S,. 197 bis 204. 


A, im allgemeinen verschieden. Wir setzen vor- 
aus, daß der Winkel 9=</ A,B,A,. um den sich 
die Schleppe im ganzen gedreht hat, < r ist. Wir 
zeichnen den zu gehörigen Kreisbogen 4,4}. 
Durch ihn vervollständigen wir L,* zu einer ge- 
schlossenen Linie L,. Sie umschließt eine Fläche. 
deren Maßzahl bei Berücksichtigung des Vorzeichens 
der Teile nach dem Sinn ihrer Umlaufung F, sei. 
Dann ist 


... 0.5.0). 


Beim Schneidenplanimeter trachtet man. F, mög- 
lichst klein zu machen, dadurch. daß man / ziemlich 
eroß. z. B. 25 em wählt und die Umfahrung nicht 
auf Z,. sondern ungefähr im Schwerpunkt von F, 
beginnt. von hier geradlinig gegen einen Punkt 
B, von L,. dann auf Z, herum bis B, und wieder 
geradlinig zurück zum Schwerpunkt fährt. Dadurch 
heben sich positive und negative Teile von F, zum 
größten Teil gegeneinander weg, so daß mit ver- 
hältnismäßig kleinem Fehler 


wird. Man drückt ihn noch weiter herab. indem 
man die Messung mehrere Male „von verschiedenen 
Seiten her” macht. Wegen der schweren Überblick- 
barkeit des Fehlers, wegen der Brauehbarkeit nur 
für Flächen, deren Durchmesser kleiner als etwa 
ein Fünftel des Schleppabstandes ist. und wegen 
der zeringen Ablesegenauigkeit bei =25 em 
wird 1 em? dureh einen Bogen A, A, = 0.4 mm dar- 


gestellt ist das Schneidenplanimeter trotz seiner 
Kinfachheit zu keiner größeren Verbreitung ge- 
kommen. 


Dadurch, daß die Schleppe die Kurve Z,* zeichnet. 
ermöglicht sie es, B, wie in der Zeichnung dem 


Augenmab nach so zu wählen. dab F,=V ist. Dazu 
braucht man zunächst nur etwas mehr als einen 


ganzen Umlauf von L, so zu schleppen. daß dieses 
B, auf dem doppelt durchlaufenen Bogen von 1, 


liegt. Dann nimmt man Z in den Zirkel und er- 
mittelt durch Versuchen B, selbst. Der Bogen 

4,4, gibt dann, mit der Einheit ; gemessen, die 


Maßzahl von F,. Bei dem a.a.O. gewählten Schlepp- 
abstand von 13'/, em wird also 1 em? durch einen 
Bogen von 0.75 mm Länge dargestellt. Man kann 
daher bis auf 0.1 cm? ablesen. wenn man einen mit 
dieser Einheit geteilten Kreisbogen vom Halbmesser 
13'!/, em hat. 

Solange F, nieht größer als etwa 40 em? ist und 
eine Gestalt hat. bei der F, übersichtlich ausfällt. 
eelingt diese Bestimmung von B, so gut, daß un- 


eefähr die Genauiekeit des Amslerschen Polar- 
planimeters erreicht wird. 
Will mau größere Flächen mit der Schleppe 


messen, dann kann man zunächst so schleppen, 
daß F, „möglichst konvex” wird, und F, selbst 
wieder mit der Schleppe messen. Genauer ist es 
aber F, unterzuteilen. 

Häufig sind die zum Messen verwendeten Schlepp- 
kurven in der Zeichnung unerwünscht. Dann legt 
man auf das Zeichenblatt ein kleineres, mit einem 
Briefbeschwerer beschwertes Blatt, das F, freiläßt 
und auf dem die Schleppe zeichnet. 

Nach dem Gesagten ist die Schleppe im Flächen- 
messen dem Schneidenplanimeter überlegen. Bei 
kleinen einfach begrenzten Flächen erreicht sie die 
(Genauigkeit des Amslerschen Volarplanimeters. 
Sie erfordert aber mehr Arbeit. besonders wenn 
man erößere Flächen mit dieser Genauigkeit messen 
will. Dafür ist das eigentliche Arbeitsgebiet der 
Schleppe nicht die Flächenmessung, sondern die 
Integration von Differentialgleichungen. Auch ist 
sie erheblich wohlfeiler als ein Polarplanimeter: 
man kann sie sogar selbst anfertigen. 

882. 
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Bemerkung zur Darstellung eines 
quellenfreien Feldes als Wirbelfeld. 
Bezeichnungen und Voraussetzungen. w.aseienall- 
cemeine Vektoren, {iv}. {a} die zurehörigen Felder. 
die ein räumliches Gebiet A mit der Obertläche O 
erfüllen mören. Vorkommende Kurven und Flächen 
sollen. falls nichts Besonderes gesagt wird. dem 
(sebiet K angehören und sich jeweils nie «durch- 
dringen, sondern höchstens einfach schließen. Eine 
zeschlossene Kurve mit eingespannter Fläche werden 
stets eleichsinnig orientiert und dann mit 
bzw. ihre Elemente mit dr,df bezeichnet. 
Definition a. Hat das Gebiet K die Eigenschaft. 
daß mit jeder geschlossenen Fläche stets auch deren 
Inneres zu K gehört. so heiße KA kurz ausgefüllt 
(dreidlimensionales Analogon des einfachen Zu- 
sammenhangs der Ebene!). Die Beispiele eines 
Zimmers mit darin befindlicher Säule bzw. des 
Raumes nach Wegnahme eines Punktes zeigen, 
daß ein ausgefülltes Gebiet nicht einfach zusammen- 
hängend und umgekehrt, ein einfach zusammen- 
hängendes Gebiet nicht ausgefüllt zu sein braucht. 
Definition b. Ist das als Geschwindigkeitsfeld 
einer Flüssiekeitsströmung aufgefaßte Feld so 
beschaffen, daß der Fluß durch (oder die Ergiebig- 
keit für) jede geschlossene Fläche = ist, so heißt 


ergiebigkeitsfrei. — Speziell ist dann im} 
quellfrei,. d. h. div w=0. ‚Jedoch ist umgekehrt 


ein quellfreies Feld nicht notwendig ergiebigkeits- 
frei, wie die Strömung außerhalb einer punkt- 
förmigen (“Quelle zeigt (hier ist X der punktierte 
kaum und also einfach zusammenhängend). Wird 
indessen die Quelle durch einen Dipol ersetzt, so 
hat man eine ergiebirkeitsfreie Strömung. Man 
sieht: die Begriffe quellfrei und ergiebigkeitsfrei 
decken sich wohl „im Kleinen“, jedoch nicht „im 
Großen“, und das letztere trifft nur zu, wenn Ä 
ausgefüllt ist: der Unterschied ist also ähnlich dem 
zwischen wirbelfrei und zirkulationsfrei. 

Die folgende Bemerkung ist nun eine wünschens- 
werte Ergänzung zu der bekannten Aufgabe'), ein 
uellfreies Feld seinerseits als Wirbelfeld darzu- 
stellen, d.h. von der Voraussetzung 


{mw} ist quellfrei . . . 
auf die Beziehung 


zu schließen. Dieser Schluß gilt nämlich nur für 
ausgefüllte Gebiete (in welchem Spezialfall sich die 
Begriffe quell- und ergiebigkeitsfrei decken, und 
auf welchen sich die bisherigen Lösungen der Auf- 
gabe beschränken), jedoch nieht mehr für beliebige 
(sebiete: hier ist vielmehr die Voraussetzung (1) 
durch die etwas engere 


{mw} ist ergiebigkeitsfrei . . . (la) 


zu ersetzen, da jedes Wirbelfeld nieht nur quell- 
sondern sogar ergiebiekeitsfrei ist. 

1. {w} sei ergiebigkeitsfrei,. F eine geschlossene 
Fläche, die auch ein Stück der Oberfläche sein 
kann. Dann ist anschaulich folgendes klar: ent- 
weder ist eine Stromröhre von {w} in sich ge- 
schlossen, und trifft F überhaupt nieht: oder eine 
Stromröhre entspringt auf F, dann muß sie auch 
wieder auf F münden, nötigenfalls mit Unter- 
breehungen (Bild 1). Speziell folgt, daß sich alle 
Stromröhren (sofern sie es noch nieht sind) durch 
Fortsetzung außerhalb A (in Bild 1 gestrichelt) 
schließen lassen. Gleichbedeutend mit der Er- 
giebigkeitsfreiheit ist, daß alle in eine geschlossene 
Kurve & eingespannten Flächen % dieselbe Er- 

I) Siehe z.B. das bekannte Buch von Lagally: Vektor- 


rechnung. Akad. Verlagsgesellschaft, Leipzig, 2. Aufl., 1934, 
S. 161 ff. 


ejebigkeit E besitzen, diese also nur von & ab- 
hängt (Abb. 2): Frage: in welcher Weise? 

2, Jedes Wirbelfeld {m} = {rota} ist ergiebig- 
keitsfrei. 

Beweis: Für die in die geschlossene Kurve & 
eingespannte Fläche 7% beträgt die Ergiebigkeit E 


E=\w-.dj=\retadf . 0) 


ist also nach dem Satze von Stokes 


—\a-dr=Zirkulation I’. . . (4), 


und hängt daher nur von &E ab. Nach 1. ist also 
ergiebigkeitsfrei. 


Bild 1, 


3. Umgekehrt kann jedes ergiebigkeitsfreie Feld 
ıw} als Wirbelfeld eines passenden Geschwindig- 
keitsfeldes fa} aufgefaßt werden: w==rota. Nimmt 
man dies vorweg, so läßt sich die am Schlusse von 
1. gestellte Frage leicht beantworten: nach (3) und 
(4) ist E die Zirkulation I’ längs E im Felde ta}! 

jeweis anschaulich: Wir denken uns die Strom- 
röhren von {w} nach 1. alle in sich geschlossen. 
und den ganzen Raum von ruhender Flüssigkeit 
erfüllt. Durch Anwendung passender impulsiver 
Kräfte werde nun in den Röhren die Flüssiekeit 
plötzlich zum Kreisen gebracht, und zwar an jeder 
Stelle mit der durch den Rohrquerschnitt vor- 
eeschriebenen Intensität. Dann wird sich eine 
Flüssigkeitsbewegung {a} im ganzen Raume ein- 
stellen. welche speziell in A die gegebenen Strom- 
röhren zu Wirbelröhren besitzt. und diese Tatsache 
bleibt auch dann noch zu Recht bestehen, wenn 
man auf irgendeine geschlossene Fläche, außerhalb 
oder innerhalb der A liegt. zusätzliche impulsive 
Drucke ausübt. da die Letzteren bekanntlich keine 
Wirbel erzeugen. Man sieht übrigens noch, daß 
ta} selbst wieder ergiebigkeitsfrei ist. 


Bild 2. 


4. Zusammenhang mit der Stromfunktion y. Die 
soeben gebrachte anschauliche Konstruktion des 
Feldes ta} werde speziell noch für eine ebene bzw. 


rotationssymmetrische Strömung durchgeführt. 


a) Ebene Strömung: w= (m, v); Bild 3. Hier ist 
anschaulich klar, daß die Strömung {a} senkrecht 
zur 2 Y-Ebene, d.h. parallel der z-Achse, erfolgt, 
dab also a= (0,0, ist. Weiter sieht man: längs 
einer Stromröhre ist a. d.h. y, konstant, mithin % 
die Stromfunktion! Sonst wäre nämlich auf dem 


. 


| 

| 


Buchbesprechungen angew. Math. Mech. 

ann: N > d. 19 Nr.2 April 1939 
0 


\ 
N 


3 


Bild 4. 


\lantel der Röhre eine Zirkulation vorhanden, d.h. 
aber die Röhre wäre keine Wirbelröhre (Bild 4). 
In der Tat ergibt 


die bekannten Beziehungen: 


— 


b) Rotationssymmetrische Strömung: (u, v) 
bezüglich einer Meridianebene x. r eines kartes. 
Koosystems mit der z- als Rotationsachse. Hier 
erfolgt die Strömung {a} in Kreisen symmetrisch 
zur r-Achse und man zeigt wie unter a) daß längs 
einer Stromlinie r- a =r-a= konstant. y also 
die Stromfunktion ist. Wegen 

z Y 


r 


ergibt w==rota in der Tat: 


a kann also füglich als das räumliche Analogon 
der gewöhnlichen (eindeutigen) Stromfunktion y 
angesehen werden. 


Breslau. Ernst Mohr. 894 
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HÄBICH, emer. o. Prof, a. d. Techn. Hochseh. 
Stutteart, Organisationselemente einer 
Funktionsteehnik. VI+365 S. m. 3 Abb. 
u. 22 Taf. München u. Berlin 1938, Verlag R. Olden- 
bourge. Preis broseh. 12 M. 


Ausgangspunkt und Veranlassung der Unter- 
suehung waren «lie Störungen, von «denen unser 
Kulturkreis heute heimgesucht wird. Von drei 
"eststellunzen geht Verf, aus: Zunächst weist er 
auf die Gefahr hin, die in dem Eindringen eines 
Teils der „Gelben“, nämlieh der Japaner, in den 
Kulturkreis der „Weiben” liert: ferner unterschei 
den sieh nach Meinung des Verf. die Störungen, von 
denen unser Kulturkreis betroffen ist, wesentlich 
von «den Störunzen, wie sie im Verlaufe (der ge- 
sehiehtliehen Entwieklung öfters eingetreten sind. 
Ürstens im Erscheinungsverlauf, der nicht, wie 
früher, kurzwellie, seieht und lokalisiert, sondern 
lanewellig, turbulent und universal sei, und zweitens 
in der Art der Störungen, die nieht, wie früher, 
Phasen eines sinnvollen Rhythmus der Lebensfunk- 


tionen vergleichbar mit gewissen Erscheinungen 
im menschlichen Leben sind, sondern den Ein- 


druek einer Weltepidemie von Verfolgungswahn- 
sinn machen. der als technischer Wahnsinn 
übergeroße Steirerung (der Produktionsgeschwindig- 
keit), als wirtschaftlieher Wahnsinn (gegen- 
seitigre Absperrunge der Grenzen) und als Rü- 
stungeswahnsinn (in Form von aktivem wie passi- 
vem Verfoleuneswahnsinn) in die Erscheinung tritt. 
Verf. will nun in seiner Arbeit versuchen, der jun- 
een, in die Probleme der Gegenwart verstrickten 
Generation einen Auswer aus diesen Wirren zu zei- 
een. Auf Grund der Erfahrungen eines langen und 


erfolereiehen Berufslebens sucht Verf. der Fa- 
brikoreanisator und Leiter großer Industrieunter- 
nehmen war — von speziellen Fällen ausgehen!l. 


eine alleemeine Technik des Handelns abzuleiten, 
eine Teehnik. die nieht nur für den einzelnen, son- 
dern auch für die Berufsgemeinschaft, sodann für 
die Volksgemeinschaft, ja für die Menschheit Gel- 


tung haben soll. Verf. umschreibt sein Programm 
mit den Worten: „Wir brauchen zur praktischen 
Orientierung unseres Tuns und Lassens für unser 
Können eine „Funktionstechnik“. ‚Jede sinnvolle 
Technik setzt einen Plan für den organischen Ab- 
lauf der Funktionen voraus, wir brauchen also die 
„Organisationselemente“ zu diesem Plan.“ 


Es ist unmöglich, von den eigenartigen und ge- 
dankenreichen Darlegungen des Verf. eine auch nur 
annähernde Vorstellung zu geben, ohne selbst 
wieder eine Abhandlung über das Thema zu schrei- 
ben. Das allgemeine Ziel wurde zu skizzieren ver- 
sucht. Die Methode ist der Mathematik und Me- 
ehanik entlehnt und bedient sieh der in diesen 
Wissenschaften üblichen symbolischen Darstellung. 
Es kostet einige Mühe, sieh in diese eigenartigen 
Differentiations- und Integrationsprozesse hinein- 
und mit ihnen abzufinden, wenn Begriffe wie „Rich- 
tirmachen“, „Organisation“, 
oder Imperative wie „Gemeinnutz geht vor Eigen- 
nutz“ in Formeln und Gleichungen wiedergegeben 
werden. Verf. meint vielleicht nicht mit Unrecht. 
daß manche seiner Fachkollegen die Arbeit beim 
ersten Anbliek ablehnen werden, hofft aber, dab es 
„vielleicht Einzeleänger und Liebhaber gibt. die sich 
ler Scheulederpolitik ihrer Fachdisziplin noch nicht 
vanz verschrieben haben, und die sich auf eine Füh- 
lunenahme einlassen“. Daß das eigenartige Buch 
„niemand zu Lieb und niemand zu Leid" geschrie- 
ben ist, ist nieht zu bestreiten. 


Es sei noeh knapp der Inhalt angegeben. Nach- 
dem in der Einleitung Anlaß und Aufgabe der Ar- 
beit zeschildert worden sind, wird im 1. Teil das Be- 
dürfnis einer Funktionstechnik dargetan. Im zwei- 
ten Teil folgt das Verfahren, das ganz allgemein, 
ohne Bezugnahme auf besondere Verhältnisse ent- 
wickelt. nur gelegentlich an Beispielen erläutert 
wird. Es werden vor allem Begriffe wie „Organi- 
sation“ und „Wirrwarr“, „Funktionsträger“, „Er- 
kenntniselemente“ usw. geklärt. Im 3., ausgedehn- 
testen Teil — er umfaßt beinahe die Hälfte des 
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Buches — wird die Fabrik und ihr spezifisches Die Arbeit des Verfassers ist eine wertvolle Er- 


Funktionsfeld zur Veranschaulichung der allgemei- 
nen Darlezungen herangezogen und es werden alle 
Fragen behandelt, die irgendwie dieses Funktions- 
feld berühren, so die Fabrikationsprozesse, die Per- 
sonalpolitik, die Rechnungsablegung, «die Erfolgs- 
reehnung usw. Der Abschluß des Buches bringt die 
Synthese der Organisationselemente zu einer Funk- 
tionsteehnik. Hier schreitet Verf. über das Einzel- 
Ich und das Fabrik-Ich hinaus zu allgemeingültigen 
Formulierungen. 

Zur Charakterisierung der Einstellung des Verf. 
sei noch einer seiner Aussprüche angeführt: „Wert 
und unbestrittene Wirkung des Könnens hängen 
vom ("wicht der darin steekenden Philosophie ab, 
diese vom Gewieht der sie aufbauenden Erkenntnis. 
diese wieder vom Gewicht der Formulierung nach 
mathematischer Methode, wobei „Gewicht“ jeweils 
las Produkt aus „Masse“ für das Grübeln und „Erd- 
beschleunizung“ des Humors ist. Grübeln und Hu- 
mor sind die beiden „individuellen Potentiale“, 

Die Klarheit, mit der Verf. die Probleme sieht. 
die Herzhaftiekeit. mit der er sie anpackt, die Eigen- 
art der Darstellung machen die Lektüre des Buches 
auch für den Niehtteehniker genuß- und gewinnreich. 


Berlin. FE. Mosceh. 886 


Dipl.-Ing. SIEGFRIED GROSS VDI. Obering. d. 
riedr. Krupp A.-G. Essen. u. Dr.-Ing. habil. 
ERNST LEHR VDI. Leiter d. Abt. Maschinenbau 
im Staatl. Materialprüfungsamt  Berlin-Dahlem. 
Die Federn. ihre Gestaltung und Be- 
rechnung (herauseg. v. d. Fachausschuß f. Fe- 
dern beim Verein deutscher Inzenieure v. Prof. 
Dipl.-Ing. Paul Speer VDI. WVV, Reichsbahn- 
oberrat),. 136 S. m. 215 Abb. Berlin 1938. VDI- 
Verlag. Preis 25 M. 


Vom Standpunkt einer rationellen Mechanik aus 
bietet die Aufgabe der Berechnung der Federn 
keine eizentliehen Probleme mehr: in der tech- 
nischen Mechanik stellen die Federn jedoch einen 
(‚erenstand von besonderer Bedeutung dar. Mit 
der steigenden Wichtigkeit ihrer Anwendungs- 
vebiete (z. B. als Trag- und Pufferfedern für 
Sehienen- und Straßenfahrzeuge) hat sich die Zahl 
der im Hinbliek auf die verfeinerten Aufgaben- 
stellungen (Herstellung von Federn zleicher Be- 
anspruchung. Ermittlung der wirklichen Spannun- 
ven. Fragen der Dauerfestiekeit. des Energiever- 
zehrs und der Sehwinzungesvoreänge in Federn) 
auszebildeten Bereehnungsverfahren erhöht. 

In dem vorliegenden Werk geben die Verfasser 
in einer musterhaft klaren Gliederung einen syste- 
matischen Überblick über die genannten Aufgaben 
und über die zuzxehörizen Berechnungsverfahren. 
Dabei wird der Stoff unterteilt nach Biegefedern 
(einfache und  weschichtete Blattfedern. Teller- 
federn. zewundene Bierefedern) und Drehungs- 
federn (zerade und zewundene Drehungsfedern mit 
„ylindrischen Schraubenfedern und Kegelstumpf- 
federn): daneben wird noch zesondert behandelt 
die als Eisenbahnpufferfeder bedeutungsvoll ge- 
wordene Sonderform der .„Ringfeder“. In vielen 
Fällen haben die Verfasser die Ergebnisse der 
Reehnung mit denen aus Versuchen verglichen. 

Das Buch enthält eine Fülle von wertvollem 
Stoff. der die Arbeit eines jeden Ingenieurs. der 
sieh mit Federn als Baurliedern zu befassen hat. 
wesentlich erleiehtern und vereinfachen wird. 


3erlin- Adlershof, K. Klotter VDi 98 


Dr. techn. ADOLF PUCHER, Die Momenten- 
einflußfelder rechteckiger Platten 
(„Deutscher Ausschuß für Eisenbeton“, Heft 90). VI 
+58. Berlin 1938, Verlag Wilhelm Ernst & Sohn. 
l’reis 5.50 M. 


gänzung der vorhandenen Literatur zur numerischen 
Behandlung des Plattenprobiems. Sie besitzt für die 
regenwärtire Entwicklung des Brückenbaus Be- 
deutung. Während zahlreiche brauchbare Ergeb- 
nisse zur Beschreibung des Verschiebungs- und 
Spannungszustandes von Platten unter stetiger Be- 
lastung für alle Randbedingungen vorliegen, lassen 
sich die inneren Kräfte für Einzellasten oder Teil- 
belastung der Platten nach den bekannten Ansätzen 
kaum mit ausreichender Genauigkeit angeben. Diese 
Lösungen sind aber zur baulichen Durcehbildung der 
weitgestützten Fahrbahnplatten von Stahl- unıd 
Eisenbetonbrücken notwendig, zumal da hierbei die 
(renzwerte der inneren Kräfte bei der ungünstiesten 
Stellung einer vorgegebenen Lastenfolge gebraucht 
werden. Diese Unterlagen werden aus den Einfluß- 
feldern der inneren Kräfte gewonnen, die sich nach 
dem Satze von der Gegenseitigkeit der Wirkungen 
als Biegetlächen von Belastungseinheiten ergeben. 
er Verfasser erwähnt in diesem Zusammenhang 
Nemenyi mit einer Arbeit in der Zamm vom Jahre 
1929. Der Vollständigkeit sei daher hier auch die 
l’issertation von VO, Kirsten, Dresden 1925, erwähnt. 
Die besonderen Untersuchungen des Verfassers 
selten (den Einflußtlächen für die Biegemomente 
rechteekiger Platten. Die Biereflächen unter Einzel- 
lasten und unter Singularitäten höherer Ordnung 
werden aus einem singulären Anteil, dem parti- 
kulären Anteil für die Einzellast und einer Rest 
funktion dargestellt, die sich als reguläres Integral 
der biharmonischen Differentialgleichung ergibt und 
ale Randbedingungen erfüllt. Die Untersuchungen 
des Verfassers sind nieht nur im Hinblick auf ihre 
praktische Bedeutung für «das Bauwesen zu be- 
erüßen, sondern bilden auch einen in wissenschaft- 
licher Beziehung wertvollen Beitrag zur Verbindung 
von Theorie und numerischer Lösung. 


Dresien, K. Bever 994 


Dr.-Ing. HELLMUT HOMBERG, Graphische 
Untersuchune von Fanzeedämmen und 
Ankerwänden unter DBerücksiehti 
eungestarrerWände. (Mitteilungen aus dem 
(sebiete des Wasserbaues und der Bauerunid 
forschung, Heft 8) V +42 S. m. 41 Abb. Berlin 
1938. Verlae Wilhelm Ernst & Sohn. Preis broseh. 
5.60 M. 


Bei Fangedämmen und bei verankerten Spunid 
wänden, deren Ankerwände nahe an der Spun-l 
wand liegen. sind Krddruekreehnungen insofern 
schwierig, als hier derselbe Erdkörper sowohl selbst 
irddruck gegen (die eine Wand ausübt als aueh 
eleichzeitis von der anderen Wand her belastet 
wird. Es ist das Verdienst des Verfassers, (diese 
sich z. T. gegenseitie ausschließenden Druck wir- 


„kungen vernünftie veeeneinander abgegrenzt zu 


haben, indem er die derienizen zemeinsamen 
(uneünstiesten) Gleitfläche untersucht, die den 
erößten aktiven Erddruck auf die Vorderwand und 
den kleinsten passiven Erdwiderstand gegen die 
Rückwand liefert. Es zeigt sich, daß diese Gleit 
fläche hier denselben Winkel mit der Waagerecehten 
bildet wie im nur einseitige begrenzten Gelände. Das 
Heft enthält Verfahren. mit denen der Erddruck 
auf die von außen unbelastete Vorderwand und der 
Erdwiderstand auf die von außen belastete Rück- 
wand unmittelbar bestimmt werden können. Die 
erundlerenden Annahmen sind die der sog. klassi- 
schen Erddruektheorie (Coulomb). so daß hinsicht- 


lieh der Ergebnisse der vorlierenden Untersuehun- 


een dieselben Vorbehalte «elten,. mit denen allge- 
mein die klassische Erddrucktheorie (z. B. wegen 
der Niehtberücksiehtigune der Formänderungen des 
Bauwerkes) zu werten ist, 


Freiberg (Sa.). H. Leussink, 909 
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Artillerie und Ballistik in Stieh- 
werten, herauseer, von Dr. HANS-HERMANN 
KRITZINGER und Dr. FRIEDRICH STUHLMANN, 
\+394 S. m. 41 Abb, Berlin 1939, Verlag Julius 
Sprinzer. Preis 16.50 M. 


Wer für Artilleriewesen und Ballistik interessiert 
ist, wird gern und mit Vergnügen in diesem kleinen 
lexikon blättern und sich freuen, teils Bekanntes 
wieder zu finden, teils Neuem zu begeenen. Natür- 
lieh darf man sieh nicht wundern. wenn man auf 
l,ücken stößt. falls man das Buch etwa als Nach- 
schlagewerk benutzen will: z. B. über die bekannten 
Iranzösischen Ballistiker Charbonnier und  Valier 
findet man gar nichts. Auch an die wissenschaft- 
liche Zuverlässiekeit darf man nicht allzu hohe An- 
forderunzen stellen. Z.B. in dem Artikel Flurbahn- 
bereehnung ist über die Ergebnisse der wiehtizen 
\rbeit von Ömer Lutfi Salih (jetzt türkischem 
Major in Ankara) vom ‚Jahre 1935 ziemlich das Ge- 
zenteil von dem berichtet, was dieser Ballistiker 
in Wirkliehkeit gefunden hat: ferner kann natürlich 
var keine Rede davon sein, daß bei der Flugbahn- 
bestimmung „lineare“ Differentialeleichungen auf- 
treten, so einfach ist das Hauptproblem der äußeren 
ballistik denn doch nicht. 

Während des Krieges waren bei der Artillerie 
Kunstworte wie Balta — Ballistische Tageseinflüsse 
u, del. gebräuchlich geworden. Herr Kritzinger 
nennt sie Kondensworte. bekennt sieh in (dem vor- 
lieeenden Buch als Vater solcher Wortbildungen 
und schlägt z. B. noeh Romu — Rohr und Munition 
vor, Wir sind der Meinung, daß solehe Stammel- 
worte aus der Notzeit besser nicht künstlich bei- 
behalten werden, damit sie nieht zum dauernden 
Unrat unserer Muttersprache werden. So etwas ver- 
schwindet auf dem natürlichen Wege von selbst. 
Wer (denkt heute noch an Wumba ——- Waffen- und 
Munitionsbeschaffunesamt. 

In einer neuen Auflage, die dem Buche zu wün- 
schen ist, werden hoffentlich eine ganze Reihe 
solcher Mängel abzestellt sein. 


Berlin. R. Rothe. 943 


HANS JÖNCK, Oberlehrer a. d. Marinefachschule für 
Technik, Kiel. Mechanik und Festiekeits- 
lehre (Kraftbetriebstechnische Bücherei, herausge- 
von Oberfachscehulrat E. Haarmann und Ober- 
reeierungsrat Dipl.-Ing. H. Kohrs, Kiel). 280 S. 
m. 322 Abb. Berlin 1938, Verlae der Deutschen Ar- 
beitsfront G.m.b.H. Preis eb. 5,60 M. 


Diese Bücherei soll der Heranbildunge von Be- 
triebstechnikern und  Betriebsleitern für Kraft- 
betriebsanlagen dienen, vor allem für Kraftwerke 
der Industrie und Kraftzentralen. Dem Zweck ent- 
sprechend enthält der einführende Band bei knapp 
eehaltenem Text eine Zusammenstellung der wich- 
tiesten Formeln und Beziehungen zwischen (den 
mechanischen Größen in den elementaren Anoril- 
nungen, die in der praktischen Betriebstechnik be- 
nötiget werden. Den allgemeinen Entwicklungen ist 
eine eroße Anzahl von Aufgaben beigegeben, die 
eine gute Übersicht über die durch diese elemen- 
taren Beziehungen erfaßten Anordnungen zu geben 
vermögen. Für die angegebenen Zwecke kann das 
Buch. das sehr übersichtlich und klar geschrieben 
ist, bestens empfohlen werden. 


Karlsruhe. Th. Pösehl. 


Dr.-Ine. OTTO ZINKE, Oberingenieur am Inst. 
f. elektr. Schwingungslehre u. Hochfrequenztechnik 
a. d. Techn. Hochschule Berlin. Hochfrequenz- 
Meßtechnik. (Physik und Technik der Gegen- 
wart. Abt. Fernmeldetechnik.) X11+ 223 S, m. 
221 Abb. im Text. Leipzig 1938. Verlag S. Hirzel. 
Preis brosch. 14 M. 


Die ersten 3 Abschnitte: Strom-, Spannungs- und 
leistungsmessung sowie «der vorletzte Abschnitt: 
Die Messung von Kapazitäten, Widerständen und 
Induktivitäten sind nach einem einheitlichen Plane 
aufgebaut. Zunächst werden die Normalinstrumente 
beschrieben — für die Strommessune z. B. die pho- 
tometrierte Soffitenlampe —., und dann die Fehler- 
«uellen der Instrumente und Sehaltungen disku- 
tiert. Sehr ausführlich werden die Fehler, die 
dureh Erdkapazitäten, die Kapazitäten und Induk- 
tivitäten «ler Zuleitungen entstehen, durchgenom- 
men. 

Auch werden - die verschiedenen Methoden zur 
Herstellung und Messune sehr kleiner Spannungen 
und Ströme besprochen. 

Der gleiche ist der Aufbau in dem Kapitel: Mes- 
sunz von  Wechselstromwiderständen. Der Be- 
schreibunge «der Normalien zahlreiche Meb- 
methoden. Bei den Verfahren zur Messung kleiner 
Dämpfung fehlen «(iejenigen,. bei denen die Ein- 
schaltung eines zusätzlich dämpfenden Instrumen- 
tes in den Meßkreis vermieden wird: die Dämp- 
funesmessune mit Hilfe der kritischen Kopplung 
und die „Audionwellenmesserverfahren“, die auf der 
Ausnutzung der Rückwirkung des Meßkreises auf 
den Primärkreis beruhen. Gerade die letzteren Ver- 
fahren sind. wie Krause (Sehrifttumverzeichnis 
Nr. 44) und Schwarz zeigten, auch für Dezimeterwel- 
len anwendbar, Diese könnten vielleicht bei der 
nächsten Auflage. die das Buch bald zu erleben 
verdient, noch eingefürt werden. 

Beim Abschnitt über die Frequenzmessung ist als 
requenznormale der Leuehtquarz nur kurz be- 
schrieben. Der Techniker soll sich auf seinen von 
der P.T. R. geeichten, in einem zuten Thermostaten 
sitzenden Leuchtquarz verlassen. Damit entfällt hier 
die Diskussion der Fehlerquellen. Dafür sind 
namentlich «die technischen Frequenzmesser aus- 
führlieh dargestellt. 

Modulations- und Kabelmessunz sind nur in 
eroßen Zügen wiederzereben. Sehr klar ist die 
Herausarbeitunge des Unterschiedes zwischen der 
Frequenz- und Phasenmodulation. 

Außerdem enthält das Buch viele wervolle phy- 
sikalische Aneaben: wie z. B. die Eindringtiefe des 
Hochfreqnenzstromes in einen Leiter, der Einfluß 
der  Elektronenlaufzeit beim  Diodengleichrichter 
usw. Allerdings sind hier nur die Formeln und die 
Literaturstellen angegeben. Durch die Darstellung 
ler Theorie wäre wohl das Buch zu umfangreich 
eeworden. 

Besonders reichhaltige sind die teehnischen An- 
aben. Ich denke hier, um nur wenige Beispiele 
verschiedener Art zu nennen. an die Tabelie über 
die Empfindlichkeit der Thermoelemente, der Mi- 
nimalverlustwinkel von Spulen und Kondensatoren 

interessant wäre hier noch die Angabe der Me- 
thode gewesen, wie man einen Verlustwinkel von 
10 5 noch messen kann —, der zahlreichen von der 
Technik ausgeführten Röhrenvoltmeter und Wellen- 
messer, der Kippgeräte für Braunsche Röhren usw. 
Wenn auch diese Beschreibungen kurz sind, genü- 
een sie doch, um den Leser instand zu setzen, 
Yiechtie mit dem Gerät zu arbeiten, wie wir im In- 
stitnt am Beispiel «des Habermannschen Weillen- 
inessers des P. T. E. feststellen konnten. 

Obwohl das Buch noch einen so geringen Umfang 
hat. daß man es in verhältnismäßig kurzer Zeit von 
Anfane bis zu Ende dureharbeiten kann, enthält es 
doeh alle Angaben. die man beim Messen im Labo- 
ratorium braucht. 

Wir haben (das Buch sofort für (las Institut ange- 
schafft. Man findet es nie im Büchersehrank, son- 
lern immer bei einem anderen Doktoranden. Es 
ist in kurzer Zeit allen gleich unentbehrlich ge- 
worden. 


Hamburg, Hans Georg Möller. 910 
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Grimsehls Lehrbuch der Physik, neubearb. von 
Prof. Dr. R. TOMASCHEK, Direktor d. Physik. In- 
stituts d. Techn. Hochschule Dresden, II. Bd.. 1. Teil. 
Elektromagnetisches Feld, Optik. 8. Aufl. X + 866. 
m. 1209 Abb. Leipzig und Berlin 1938, Verlag B. G. 
Teubner. Preis geb. 26 M. 


Auch dieser Band des Physikwerkes stellt, wie 
der vor kurzem erschienene und in dieser Zeit 
schrift (Band 18, 1938, S. 380) bereits besprochene 
>. Teil des II. Bandes, eine völlige Umarbeitung dar, 
aber auch in ihm ist der Geist des alten „Grimsehl“ 
erhalten geblieben. Ein infolge der schnellen Ent- 
wieklung namentlich in der Elektrizitätslehre auf 
einen ungzeheuren Umfang angewachsenes Material 
ist in glücklicher Weise gesichtet und mit grober 
Klarheit und hohem didaktischen Geschick bear- 
beitet worden. Besonders hervorgehoben zu werden 
verdient die eindringliche und gewandte Darstellunz 
der grundlegenden Begriffe siecherstes 
Kennzeichen eines guten, für eine Einführung in 
den Stoff geeigneten Lehrbuches. Sehr weitgehende 
jerücksichtigung findet die Technik; dabei ist es 
sehr erfreulich, daß Verf. die Auswahl des Stoff 
wie die Art der Darstellung auf den Physiker un: 
seine Bedürfnisse zugeschnitten hat, auch hier gröb- 
ten Wert auf die Herausarbeitung des Grundsätz- 
lichen legt und das rein Technische nur insoweit 
behandelt, als es auch physikalisches Interesse bietet. 
Zu begrüßen ist die konsequente Verwendung des 
technischen (Volt-Ampere-) Maßsystems: doch haben 
an geeigneter Stelle auch die sog. absoluten Sy- 
steme ausführliche Behandlung erfahren. Ständiger 
Ausgangspunkt und Grundlage der Darlegungen ist 
natürlich die Beobachtung und das Experiment. 
doch ist die Theorie ebenfalls nieht zu kurz gekom- 
men. Es ließ sieh nieht vermeiden, daß bisweilen 
Formeln ohne Begründung hingeschrieben werden: 
wo sich aber die mathematische Ableitung ohne zu 
eroßen und schwierigen Apparat durchführen läßt. 
ist es auch geschehen. Die Elektrizitätslehre ist ein- 
heitlich auf den Faraday-Maxwellschen Anschau- 
ungen aufgebaut. Die Optik operiert von vornherein 
mit der Wellenvorstellung,. sehr zum Nutzen der 
Einheitlichkeit der Darstellung. Natürlich wird die 
seometrische Optik in der üblichen Form gebracht. 
aber ebenfalls im Anschluß an die Wellenoptik 
dureh die Definition des Strahls als Richtung des 
Flusses der Wellenenergie. Überall dringt das Buch 
auf physikalischem wie auf technischem Gebiet bis 
zu den neuesten Forschungen vor, so dab es #ine 


vortreffliche Kenntnis vom jetzigen Stande der 


Wissenschaft vermittelt. Die Abbildungen, Zeich- 
nungen und Diagramme sind vorzüglich. 

Gegenüber diesen Vorzügen kommen einzelne 
kleine Schönheitsfehler nicht in Betracht. Was über 
die Einstellung des Verf. zur Äthertheorie sowie 
über die geschichtlichen Anmerkungen gelegentlich 
der oben erwähnten Besprechung des 2. Teils ge- 
sagt wurde, gilt auch für diesen Band. Beiläufig sei 
auf eine historische Ungenauigekeit verwiesen, der 
man auch sonst vielfach in physikalischen Lehr- 
büchern begegnet: Biot und Savart haben 1820 das 
Integeralgesetz über die Wirkung eines ge- 
radlinigeen Stroms auf einen Magnetpol aus Be- 
obachtungen erschlossen: das Elementarge- 
setz über die Wirkung eines Stromteilchens 
auf einen Pol stellte Laplace 181 auf. 

Das von jeher viel benutzte und sehr beliebte 
Physikbuch kann auch in seiner neuen Gestalt vor 
allem dem Studierenden als Lehr- und Wieder- 
holungsbuch auf das wärmste empfohlen werden. 


Berlin. E. Moseh. 886 


Der feste Körper. Vorträge an der Tagung der 
Physikalischen Gesellschaft Zürich anläßlich der 
Feier ihres 50jährigen Bestehens. Mit einem Vor- 


wort von R. Sänger. Leipzig 1938, Verlag 
S. Hirzel. 154 S. m. 30 Abb. Preis geh. 7 M. 


Das außerordentliche Interesse, das dem Stu- 
dium des starren Körpers in der Forschung der 
Gegenwart gewidmet wird, findet hier dadureh 
seinen Ausdruck, daß die Physikalische Gesell- 
schaft in Zürich ihre Gründungsfeier unter diesen 
Titel gestellt hat: vor allem ist es die Frage nach 
der Struktur des festen Körpers, die für die Kri- 
stallphysik, Chemie und Mineralogie von gleich 
umfassender Bedeutung ist. In den Vorträgen, die 
hier gesammelt vorzeleet werden, treten die 
Kragen der Festigkeit stark zurück gegenüber den 
anderen, die nur durch die Namen der Vortragen- 
len und dureh die (zekürzten) Titel zekenn- 
zeichnet sein mögen: Niegzli, Mineralogische 
Probleme der Kristallstruktur: Braeg, Struktur 
der Legierungen; Debye, Die quasikristalline 
Struktur der Flüssigkeiten; A. Müller, Orga- 
nische Kristalle mit Kettenmolekülen; Mark, 
Hochpolymere Festkörper: Staudinger, Makro- 
molekulare Chemie: Sommerfeld, Metallischer 
Zustand: v. Laue, Kosell- und Kikuehi-Linien. 

Die Physikalische Gesellschaft Zürich kann den 
Reichtum und Gehalt der bei ihrer Gründungsfeier 
gehaltenen Vorträge zusammen mit dem Klang der 
Namen der Vortragenden als stolzes Zeuenis für 
die Wertung ansehen, «lie ihr selbst bei diesem 
Anlaß zuteil wurde. 


Karlsruhe. Th. Pösehl. 908 


Dr. KURT DIEBNER und Dr. EBERHARD 
GRASSMANN, Künstliche Radioakti- 
vität. experimentelle Ergebnisse. X 
+87 SS. m. 10 Ausschlagtabellen und 1 mehrfar- 
biren Tafel. Leipzig 1939. Verlag S. Hirzel. Preis 
veb. 12 M. 


Daß bereits fünf Jahre nach der Entdeekung der 
künstlichen Radioaktivität durch Curie und .Jo- 
liot ein Tabellenwerk erscheinen kann. in dem aus 
über 300 Arbeiten die wesicherten experimentellen 
Ergebnisse zusammengestellt werden können. zeigt. 
mit welcher Schnelligkeit heute die Entwicklung 
auf physikalischem Gebiet erfolgt. Das Bueh ist 
verdienstvoll, weil es die Tatsachen. sonst we't 
in den Zeitschriften verstreut. übersichtlich ze- 
ordnet und mit der Möglichkeit der Abwägung und 
des Vergieiches zur Verfürungz stellt. Die künst- 
liche Radioaktivität ist ja nieht nur für die Vor- 
stellunzen über den Aufbau der Atomkerne, son- 
dern auch für praktische Zwecke insbesondere 
in der Physiologie sehr wichtig geworden: kennt 
man doch heute fast schon zu allen Elementen 
entsprechende radioaktive Isotope. meist sogar 
mehrere mit verschiedener Lebensdauer. 

Teil I gibt nach Ausgwanzselementen zeordnet 
die Prozesse, Energien. Halbwertszeiten und ähn- 
liches für Umwandlungen durch «-Strahlen. Pro- 
tonen. Deutonen. Neutronen und y-Strahlen (je- 
weils für jede Teilehenart gesondert zusammen 
vefaßt) an. Teil II gibt in Tabellenform eine sehr 
übersichtliche Aufstellunz aller stabilen. natürlich 
und künstlich radioaktiven Isotope mit Angabe 
von Masse, Häufirkeit. Halbwertszeit. Art der aus- 
zesandten Teilchen, Energieverhältnissen, y-Stran- 
lunz und des zerlückten chemischen Nachweises für 
die radioaktiven Isotope,. ferner eine Darstellung 
der Entstehungsprozesse, die zu dem betreffenden 
Isotop führen. Eine entsprechende mehrfarbige 
eraphische Übersicht bildet den Schlußteil. 


Dresden. R. Tomaschek. 9% 


Dr. EUGEN JAHNKE, weil. Prof. a. d. Berg- 
akademie Berlin, Dr.-Ing. e. h.. Dr. techn. e. h. 


FRITZ EMDE, Prof. a. d. Techn. Hochschule 
Stutteart. Funktionentafeln mit For- 
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126 Buchbesprechungen 


Z. angew. Math. Mech. 
Bd. 19 Nr.2 April 1939 


meln und Kurven. 3.  neubearb. Aufl.) 
\11+305 m. 181 Textfige. Leipzig und Berlin 
1038, Verlae B. G. Teubner. Preis geb. 15 M. 

Da sieh jede Empfehlung dieses weltbekannten 
Tafelwerkes erübrigt, brauchen nur die Änderungen 
und Erweiterungen in der neuen Auflage angezeigt 
zu werden. Zunächst sind sämtliche Tafeln für 
elementare Funktionen. wie trieonometrische oder 
weggelassen. Diese sollen 
in einem besonderen neuen Buche zusammengefabt 
werden, Der dadurch gewonnene Raum wurde zur 
Aufnahme neuer Tafeln u. a. für elliptische Integrale 
und  Zylinderfunktionen (Lommel-Webersche 
Struvesche Funktionen) ausgenutzt. Besonders will- 
kommen werden die neuen Tafeln für die kontlu- 
enten hypergeometrischen Funktionen und («die Ma- 
thieuschen Funktionen sein, Die graphischen Dar- 
stellungen und die Wahl einer verhältnismäßig ge- 
ringen Stellenzahl beruhten natürlich auch bei den 
neu aufeenommenen Funktionen auf (len bewährten 
Grundsätzen, welche «dieses umfassende Tafelwerk 
von «len mehr speziellen etwa der British Association 
for Advanecement of Seience (vgl. die Besprechung 
in «dieser Zeitschr, Bd. 18. 8. 258, 1938) unterscheiden. 
ls ist kein Zweifel. daß der Jahnke-Emde durch 
die Bearbeitung an Brauehbarkeit für den 
wissensehaftlicehen Rechner noch gewonnen hat. 

Dresilen. W. Tollmien. 950 


Dr. GERHARD KOWALEWSKI, 0. Prof. a. d. 
Techn. Hochschule Dresden. Grundbegriffe 
und Hauptsätze der höheren Mathe- 
matik insbesondere für Ingenieure 
und Naturforscher. 156 S. m. 40 Fig. Ber- 
lin 1038, Verlae Walter de Gruyter & Co. Preis 
eeh, 5M. 

Wie alle Bücher von G. Kowalewski ist (dieses 
Bändehen mathematisch in Ordnung und von höch- 
ster Zuverlässiekeit. Es ist daher als ein vorzüg- 
licher Führer zu den Grundkenntnissen der Höheren 
Mathematik anzusprechen, wie sie insbesondere für 
ein Studium der Technik und der Naturwissen- 
schaften notwendige sind. Ob das Buch freilich dem 
neehenden Inzenieur oder Naturwissenschaftler 
selbst mit Nutzen in die Hand zereben werden 
kann, möchte ieh dahingestellt sein lassen. Solehe 
Leser beansprueben nämlieh mit Recht. nieht nur 
die mathematischen Sätze und Formeln mit ihren 
Beweisen kennenzulernen. sondern sie wollen wo- 
möglich an Beispielen aus ihren Fachgebieten er- 
fahren. wo und wie diese mathematischen Mittel 
anzuwenden sind. In dem vorliegenden Buch fehlen 
leider solehe Beispiele fast völlige. 

Berlin. R. Rothe. 942 


Dr..Inz. habil. HORST TEICHMANN, Dozent f. 
P’hvsik a. d. Techn. Hochseh. Dresden. Vektor- 
aleebra und ihre Anwendunzen,. mit 
einem Überbliek über die Vektor- 
analysis VII+93 S. Frankfurt a. M. 198. 
Verla@x Moritz Diesterwer. Preis 3.80 M. 

Die Vektoralzebra von Teichmann ist als erste 
Kinführunz für Studenten und Lehrer der höheren 
Schule wedacht. Der Verfasser hat deshalb be- 
sonderen Wert darauf zelert. „nicht nur den streng 
mathematisch-analvytischen Sinn der Vektorrech- 
nunz in Sätze und Gleichungen zu zießen, son- 
dern dem Leser die nenen Begriffe auch gefühls- 
mäßier nahezubringen“. Das zweite scheint mir 
bei weitem besser zelungen zu sein als das erste: 
jedenfalls bemerkt der mathematische Rezensent 
mancherlei Schönheitsfehler. die deshalb nicht 
wenirer stören. weil als Verfasser des Buches ein 
Phvsiker zeiehnet. Z. B. liest man auf S. 9 fol- 
renden Satz: „Wendet man die gewöhnlichen Multi- 
plikationsrezeln auf zwei Vektoren a und b an. so 
bleibt das Produkt ab ohne Angabe zusätzlicher 


Rechenregeln völlige unbestimmt.“ Dieser Satz 
entbehrt offensichtlich jedes Sinnes,. weil es un- 
möglich ist, die „gewöhnlichen Multiplikations 
rereln“, also die der Arithmetik. auf Vektoren an 
zuwenden ganz abgesehen davon. daß das 
dyadische Produkt darnach kommutativ sein 
mübte! Daß der absolute Betrag des Momentes 
einer Kraft. die an einer um eine Achse drehbaren 
Masse angreift. zleich dem Produkt aus dem ab- 
soluten Betrag der Kraft mit dem Abstand der 
Kraftwirkungslinie von der Drehachse ist (S. 11). 
das stimmt auch nur dann. wenn sieh Kraftwir 
kungslinie und Drehachse senkrecht kreuzen! Auf 
S. 14 stehen für das dreifache Produkt der Vek- 
toren A. E die Formeln ABE V — Spat- 
volumen und obwohl die Vorzeichen 
nur dann richtie sind. wenn A. 3. E in dieser 
heihenfolge ein Rechtssystem bilden (wie sie es 
allerdings in der danebenstehenden Zeichnung 
tun!). Auf S. 62 ist der Vektor dv:dt als Sehnen- 
vektor der Kurve r (f) zezeichnet. usw. usw. 
Das sind zewiß nur Kleinirkeiten. aber ich sollte 
meinen. dab in einem ausdrücklich für Anfänger 
bestimmten Buch auch Kleinirkeiten nicht allzu 
sorgelos behandelt werden sollten! Ganz unver- 
ständlich und abwereie ist es aber. daß sich der 
Verfasser nieht an die vom A.E. F. in mühevoller 
Arbeit aufgestellten Vorschläge für eine einheit- 
liche Bezeichnung in der Vektoranalysis hält! 
Was den Inhalt betrifft. so wird die Vektor- 


alzebra ziemlich vollständig behandelt man ver- 
mibt nur den Begriff der linearen Abhängigkeit 
und etwas über Basistransformationen und an 


zahlreichen Aufzaben aus Geometrie und Physik 
veschiekt erläutert: besonders zu begrüßen ist die 
vektorische Darstellune der Kristallgittertheorie. 
Von der Vektoranalysis werden nur die wiehtig- 
sten Grundbegriffe, die Differentialoperationen und 
Interralsätze. vermittelt. wobei der Verfasser mehr 
auf Anschaulichkeit Wert legt als auf letzte mathe- 
matische Strenze und Vollständiekeit. 

Im Schlußabsatz über Funktionalreehnune be- 
einnt der Abschnitt über Integralzleiehungzen mit 
folzendem Satz: „Das innere Produkt einer Dyade 
mit einem Vektor liefert wieder einen Vektor. In 
Analogie dazu müssen wir schließen. daß das 
innere Produkt einer Funktion zweier Veränder- 
licher A (s, f) mit einer Funktion einer Veränder- 
lichen f(s) eine Funktion einer Veränderlichen 
g(f) erzeben muß.“ Ich sollte meinen. daß man 
nieht erst die Vektorreehnunz zu bemühen 
braucht. um einzusehen. daß A (s.t) f(s) ds 
ist! G 

Freiberg (Sa.). Grüß. 939 


Dr.-Ing. GERHARD GRÜSS, o. Prof, a. d. Berg- 
akademie Freibere/Sa.. Variationsreehnung 
‚Hochsehulwissen in  Einzeldarstellungen). VII 
+-255 8. m. 39 Abb. Leipzie 1938, Verlag Quelle 
Mever. Preis zeb. 5.40 M. 

Das Buch führt in die klassischen Methoden der 
Variationsrechnung ein. In klarer Gliederung wird 
von den einfachsten Aufzaben zu den schwierigeren 
fortgeschritten. Zum Schluß folgt ein Abriß über 
die direkten Methoden. 

Die Stoffauswahl ist so getroffen, daß die wesent- 
lichen Hilfsmittel an Hand der verschiedenen Frage- 
stellungen zur Darstellune kommen. Reichhaltige 
Beispiele aus (den verschiedensten Anwendungs- 
vebieten beleben die Theorie. Die Beweise sind in 
leicht faßlicher Form durchgeführt. und werden 
durch geometrische Veranschaulichung unterstützt. 
wobei zahlreiche Figuren das Verständnis erleich- 
tern. Seinem Umfang nach ist das Buch so gehalten, 
daß es leicht ganz durchgearbeitet werden kann. 
Es kann dem Studierenden zur Einführung in die 
Vartationsreehnung warm empfohlen werden. 

Kiel. Hammerstein. 93 
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Z. angew. Math. Mech. am 
Bd. Nr. April 1939 Buchbesprechungen 


TH. SKOLEM, Diophantische Glei- 
chungen. (Ergebnisse der Mathematik wind 
ihrer Grenzgebiete, herausgegeben von der Schrift- 
leitung des „Zentralblatt für Mathematik“, 5. Bd., 
Heft 4.) IV + 130 S. Berlin 1938, Verlag ‚Julius 
Springer. Preis brosch. 15 M. 


Wenn auch von allen mathematischen Disziplinen 
die Zahlentheorie im besonderen das hier behandelte 
Gebiet der Diophantischen Gleichungen sich inhalt- 
lich wohl am meisten von den Zielen dieser Zeit- 
schrift entfernt, so sind hier doch mehr als in 
andern Gebieten konkrete ja experimentelle Me- 
thoden üblich und erfolgreich, wodurch es sieh 
wiederum erklärt. dab auch manche Praktiker sieh 
zu «diesem Gebiet hinzezoren fühlen. Verf. gibt 
einen gut lesbaren Bericht über die Diophantischen 
(GHeichungen, soweit sie alleemeinen Methoden zu- 
eängelich sind. Die Beweise werden teilweise 
skizziert. Es ist zu erwarten, daß dieser Bericht 
auch über den engen Kreis der Sachbearbeiter hin- 
aus Interesse finden wird. 


Halle (Saale). H. Branidt. 913 


WILHELM BLASCHKE und GERRIT BOL, 
Geometrie der Gewebe, topologische 
Fragen der Differentialgeometrie. 
(Die Grundlehren der mathematischen Wissen- 
schaften in Einzeldarstellungen, Bd. XLIX.) VII 
+339 S. m. 137 Abb. Berlin 1938. Verlag Julius 
Springer. Preis geb. 29.70 M. 


Eine topologische Abbildung in der Ebene kann 
man sich am besten als beliebige, von Punkt zu 
Punkt und Richtung zu Richtung verschiedene De- 
formation einer dünnen Gummihaut vorstellen: als 
Sonderfälle gehören dazu beispielsweise die projek- 
tiven, konformen und flächentreuen Abbildungen. In 
dem vorliegenden Buch werden nun die gegenüber 
topologischen Abbildungen invarianten Eigenschaf- 
ten geeometrischer Gebilde in der Ebene und im 
Raum untersucht. Im Gegensatz zur klassischen 
Topologie, die sich auf Eigenschaften von Figuren 
in ihrer Gesamterstreekung bezieht. handelt es sich 
hier durchwegs um topologische Invarianten im 
Kleinen: solche Invarianten treten bei den aus 
Kurven- und Flächenscharen bestehenden „Gewe- 
ben“ auf, Dieses für den Geometer sehr reizvolle 
(Gebiet wurde von W. Blaschke und zahlreichen 
Mitarbeitern im Laufe des letzten Jahrzehnts er- 
schlossen und nach den verschiedensten Riehtun- 
ven durehforseht. Die ungemein reiche Ernte schö- 
ner und anschaulicher Ergebnisse wird in dem Buch 
ausführlich und in fesselnder Darstellung mitgeteilt. 
Der erste Abschnitt enthält eine Zusammenstellung 
der einfachsten Gewebe. im zweiten Abschnitt wird 
die Invariantentheorie der Gewebe entwickelt. der 
dritte Abschnitt bringt tiefliegende Beziehungen 
zur aleebraischen Geometrie. 

Naturgemäb wendet sich das Buch in erster Linie 
an den reinen Mathematiker. Aber auch der an- 
rewandte Mathematiker findet ein interessantes Er- 
zebnis zum Eindeutigkeitsproblem der Nomographie: 
Ein Flucehtliniennomogramm mit 3 parallelen gerad- 
linigen Leitern kann dureh unendlich viele projek- 
tiv verschiedene Fluchtliniennomogramme ersetzt 
werden, bei denen die 3 Leitern jedesmal auf 3 Bö- 
ven einer gemeinsamen, aber völliz beliebigen alge- 
braischen Kurve 3. Ordnung liegen: Darstellungen 
dureh andere Fluchtliniennomogramme sind un- 
möglich. 

Dem Buch ist ein großer Leserkreis zu wünschen. 
besonders auch unter den jüngeren Mathematikern, 
die in den „Aufgaben und Lehrsätzen“ viele An- 
rerungen für eigene Weiterarbeit finden können. 


Aachen. R. Sauer 93 


Dr. WILHELM BLASCHKE, Prof. a. d. Universi 
tät Hamburg. Ebene Kinematik. eine 
Vorlesunz (Hamburger Math. KEinzelsehriften. 
25. Heft. 1935). 56 8. m. 19 Abb. Leipzig-Berlin 
1938. Verlag B. G. Teubner. Lieis br. 4 M. 


Die ebene Kinematik wird hier dureh ein von 
W. Blaschke und J. Grünwald im Jahre 1911 ein 
veführtes Abbildungsverfahren in Beziehung 
bracht zu einer sogenannten quasielliptischen Geo 
metrie des dreidimensionalen Raumes. Dabei ent 
spricht den ein- bzw. zweigliedrigen Bewegzungs- 
vorgeänzen der Ebene die Differentialzeometrie der 
Kurven bzw. Flächen des quasielliptischen Raumes. 

Nach der vom Verfasser im Vorwort gerebenen 
Definition ist das Buch eher der reinen als der 
anzewandten Mathematik zuzurechnen. Wer sieh 
aber für die Kinematik nieht nur im Sinne einer 
teehnisehen Getriebelehre. sondern auch für die 
Mözlichkeit der Einordnunz der Kinematik in 
einen zrößeren Zusammenhang interessiert. wirt 
das Buch. das nur wanz zerinze mathematische 
Vorkenntnisse voraussetzt. mit Genuß 
lesen. Am Schluß ist ein kurzer Abschnitt über 
(relenkwerke angefügt. 


Aachen. R. Sauer 97 


Ferner sind bei der Sehriftleitung folgende 
Bücher eingegangen (ausführliche Besprechung 
bleibt vorbehalten): 


Dr. LUDWIG BIEBERBACH, Prof. a. d. Univ. 
Berlin. Carl Friedrieh Gauß 179 8 m. 
I Abb. Berlin 1938. Keil Verlag. Preis geb. 4 M. 


Dipl.-Kfm. Dr. ERICH KOSIOL, Prof. d. Betriebs- 


wirtschaftslehre. Finanzmathematik. Lehr 


buch der Zinseszins-. Renten-, Til- 
eunes-, Kurs- und Rentabilitäts- 


rechnung für Praktiker und Stu- 
dierende. 124 S. m. 175 Beispielen, 8 Taf. und 
einer Formelsammlung. Hamburg 1938, Han- 
seatische Verlagsanstalt. Preis kart. 3,80 M. 


Abhandlungen der Internationalen 
Vereinigung für Brückenbau und 
Hochbau. Bd. 5, 1937/38, 422 S. Zürich 1938. 
Verlax A.G. Gebr. Leemann & Co. Preis broseh. 
18.80 M. 


STEHEN TIMOSHENKO, 60th Anniversary 
Volume. V1HI-+ 277 S. New York 1938 The 
Macmillan ‚Company. Preis 5 ‚Dollar. 


Dr. se. techn. ALFRED GERBER, Unter- 
suchungen über Grenzschicht- 
absaurung (Mitteilungen aus dem Institut für 
Aerodynamik, Eidgenössische Technische Hoch 
schule Zürich, Nr. 6). 70 8. Zürich 1938, Verlag 
A.G. Gebr. Leemann & Co. Preis 5,50 frs. 


Dr. se. techn. ERNST PREISWERK, Anwen 
dune easdynamischer Methoden auf 
Wasserströmuneen mit freier Ober- 
[fläche (Mitteilungen aus dem Institut für Aero- 
dvnamik, Eidgenössische Technische Hochschule 
Zürich, Nr. D). 130 5. Zürich 1938, Verlag A.G. 
Gebr. Leemann & Co. Preis 8,80 frs. 


Verhandlungen der in Kaunas vom 
14. bis 17. Juni 19838 abzeehaltenen zehn- 
ten Tagung der Baltischen Geodäti- 
schen Kommission. 141 S. Helsinki 1938, 
Osakeyhtiö Weilin & Göös Aktiebolag. 
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Neu berechnete Tafeln. Persönliches. 


K. HIDAKA, Tables for Computing the Mathieu 
Funetions of Odd Order and Their Derivatives. 
Memoirs of the Imperial Marine Observatory, Vol. VI, 
No. 2. (Kobe, Japan, March 1936.) p. 137... 157. 

Für die Funktionen und se,„(x.©) mit 
m=1,3,5,7 und 9=0,; 0,2, ...2,2; 2,3 werden 
vereben: 

l. Die charakteristischen Zahlen @,, und b,, mit 
7 Dezimalen. 

2, Die Fourierschen Koeffizienten Az. m und 
B;.m (k ungerade) mit 7 Dezimalen (Ak << 18). 

3. Die Produkte k Aj.„, und k B;.m (für die Ab- 
leitunzen der Mathieuschen Funktionen nach x) 
mit 7 Dezimalen. 

Interpolation nach © ist möglich. Tafeln der 
Mathieuschen Funktionen selbst werden nicht 
vezeben. 

Die Tafeln sind für eine geophysikalische Unter- 
suchung berechnet worden (Niveau-Schwankungen 
in einem rotierenden Kanal). Fritz Emde. 929 


ZUSCHRIFTEN AN 


4, Bock: Sehwingungsdämpfung unter 
Ausnutzung der Werkstoffdämpfung. 
ZAMM Bad. 12 (1932). S. 261 bis 274. 

In Ihrer werten Zeitschrift (Bd. 12, Heft 5. S. 261) 
ist eine an sich beachtenswerte Arbeit von Herrn 
Günther Bock über „Scehwingungsdämpfung unter 
Ausnutzung der Werkstoffdlämpfung” erschienen, die 
aber leider eine Reihe sinnstörender Fehler ent- 
hält. Im Interesse späterer Leser seien dieselben. 
soweit sie bemerkt wurden, hier mitgeteilt. 

S. 264 vor Gl. (5) soll es heißen 9° (statt 
a, in (8) folgt ferner nicht aus a in 
in letzterer Gl. fehlt vor dem letzten Term cos? — 


der Faktor 4. Auf S. 267 vor Gl]. (10) muß es in 


den Gl. für M, u, überall statt heißen. In 


(+l. (10) ist ddas Vorzeichen des letzten Terms um- 
zukehren. In der 2. Gl. (11) sollte es statt des dort 
angegebenen Wertes richtig lauten: 


sinzn —zn 
< y 
4 | 4 


In (14). S. 268 müßte im 1. Term für D sin2Zwgl 
durch sin2wp/! ersetzt werden. Im Ausdruck 
für y auf S. 268 nach (14) müßte im 2. Term des 
Zählers 4 statt 2 geschrieben werden. Ebenso wäre 
in der untersten Zeile der S. 268 im 1. Term 2 
statt? zu setzen. Es ist ferner unerfindlich, wieso 
aus den Gl. (17) die in der untersten Zeile der 
269 anzerebenen Gl. folgen. 

Prag. K. Karas. 940 


Erwiderung. !’rof. Karas macht in 
dlankenswerter Weise auf eine Reihe von Schreib- 
fehlern aufmerksam, die leider in meinem Aufsatz 
stehenzeblieben sind. Dazu ist noch folgendes 
zu sagen: 


In der Zeile vor Gl« (10) mub es v anstatt © 
heißen. Vor Gl. (ID) ist in dem Ausdruck für 
in der Klammer anstatt zu setzen. 


Im übrigen bleiben dann die Vorzeichen richtig. 
Das Reehnen nach Gl. (17) ist recht umständlich. 
Die mit (y/-N? behafteten Glieder sind stets sehr 


-20} 


Die bei Gründung der Deutschen Akademie für 
lLuftfahrtforschung gestiftete Hermann - Göring - 
Denkmünze wurde als erstem Prof. L. Prandt! 
in Göttingen verliehen. 

Der 0. Prof. a. d. Universität Berlin, Ministerial- 
direktor Dr. Th. Vahlen wurde zum kommissari- 
schen Präsidenten der Preußischen Akademie der 
Wissenschaften ernannt. 

Der o. Prof. a. d. Teehn, Hochschule Berlin, Dr. 
R. Rothe, trat nach Erreichen der Altersgrenze 
in den Ruhestand. | 

Als Nachfolger Erieh Trefftz’ wurde der Do- 
zent a. d. Universität Göttingen, Dr. phil. habil. 
W, Tollmien, zum o. Prof. der teehnischen Me- 
ehanik an der Techn. Hochschule Dresden ernannt. 

Der Dozent Dr. Lösch von der Deutschen Ver- 
suchsanstalt für Luftfahrt wurde zum kommissari- 
schen Leiter des von Yrof. Dr. Heinkel neu ge- 
gründeten Institutes für Angewandte Mathematik 
und Mechanik an der Universität Rostock ernannt. 


DEN HERAUSGEBER 


klein. Man darf wie früher w durch 1 ersetzen 
und bei v im Zähler das Glied (24/4)? weglassen. 
Damit ergibt sich für 2=1 die angegebene Formel. 
Bei « hat das dritte Glied im Zähler nur dann 
3edeutung, wenn 2 sehr wenig von 1 verschieden 
ist. Bild 1 zeigt « und ® in Abhängigkeit von 2 


(A90.1] Z«7 


Bild 1. Die Dämpfermomente in Abhängigkeit von der 
Drehzahl. 


nach Gl. (17) mit =1. Das erwähnte Glied be- 
wirkt eine geringe Verschiebung des steilen Astes 
der #-Kurve. Diese schneidet infolgedessen die 


Nullinie nicht bei 2=1, sondern bei 2 = 1,0023). 
Für z2=1, /=1 ergibt sich «=1. Die Angabe 


“U ist also zu streichen. Für die weiteren be- 
trachtungen kann dieser Fall außer acht bleiben, 
weil durch die Koppelung mit der zu dämpfenden 
Welle die Resonanz aufgeteilt wird. Vgl. auch 
die Eingrenzung des Geltungsbereichs bei Gl. (20). 
Bei Anwendung der Gl. (17) kann deshalb auch 
unbedenklich bei x das dritte Zählerglied weg- 
gelassen werden. Im Nenner nimmt dagegen das 
erste quadratische Glied mit wachsendem z rasch ab. 
dort darf deshalb das zweite Glied nicht vernach- 
lässigt werden. 

erlin. Bock. 90 


I) Vgl. Fußnote 9. 
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Fleseler-Flugzeugbau 
Gm.b.H. 
Kassel-B 


sich über die 
und 


an Hand des neuen Gesamtver- 
zeichnisses 1939, das in jeder Buch- 
"handlung kostenlos erhältlich ist. 


VDI-Verlag GmbH Berlin 


; Die „Zeitschrift für angewandte Mathematik und Mechanik“ 
A. Bezugsbedingu ngen - erscheint jeden zweiten Monat (Februar, April, Juni usw.) 


Die Bezugszeit ist halbjährig (Ausland ganzjährig). 


Der Bezugspreis beträgt 1jsjährlich 15.— RM.; gänzjährig 30.— BM. 
für Mitglieder er 13.50 RM.; FR 27.= BM. 


Bestellung kann bei jeder Buchhandlung oder beim Verlag aufgegeben werden. 


Abbestellung ist nur am Schluß eines Halbjahres bezw. Jahres zulässig. Nicht befristete Bestellungen laufen 
.. von Halbjahr zu Halbjahr weiter (Ausland von Jahr zu Jahr). _ 


Bezugsgebühren sind stets zu Beginn eines neuen Halbjahres oder Jahren und eo bei Ausbleiben 


der Zahlung durch Nachnahme PREMIER. 
Lieferung unter Streifband. 


Einzelheftpreis: 6.— RM., für Mitglieder 5.40 RM. usliniieh 15 Eh Postgeld. 


‚VDI-Literaturkartei: Auf Wunsch erhalten unsere Bezieher unberechnet Karteikarten über un Inhalt. 


sämtlicher Zeitschriften des VDI in monatlichen gegen Erstattung der 
von RM. . 


ZUR BEACHTUNG 


werden am ‚schnellsten beseitigt, wenn das Ausbleiben. der Zeitschrift umgehend mit- 
geteilt wird. - 


Um- und Abbestellungen. sind zweckmäßig stets dorthin zu richten, wo die Bestellung Duriassben warde: 


Bei Zuschriften und Zahlungen wird um genaue Angabe der vollständigen Anschrift und des Verwendungs- 
zweckes da nur dadurch und vermieden werden. 


der Seite 1717250 
B. Anzeigenpreise Bolte 160. Beite anteilig. 
Nachlaß: bei 3maliger Aufnahme im Jahr 3 vH, bei 6maliger Aufnahme im Jahr 5 vH. 
für nach laut Erfüllungsort zur beide Teile Berlin-Mitte. 


-VDI-VERLAG G.M.B.H., BERLIN NW 7, DOROTHEENSTR. 40° 


Ferispresler: Sammel-Nr. 6171. Postscheckkonto: Berlin 102873, Wien 174439, Prag 71329, Budapest 59951, 
Warschau 194372. Bankverbindungen: Dresdner Bank, Depositen-Kasse 65, Berlin O2, Wallstr. 5bis8. — Deutsche 


Abt. A, Berlin W 8, Mauerstraße 26/27. Drahtanschrift: Ingenieurverlag. 


Montag bis Freitag 8 bis 17 Uhr, Sonnabend 8 bis 1230 Uhr. 
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